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Abstract 

Let V be a complète discrète valuation ring of unequal characteristic with perfect residue field, 7 be a smooth, 
quasi-compact, separated formai scheme over V. In his theory of arithmetic ©-modules, Berthelot constructed the 
inductive System of sheaves of rings := (33^) m6 jj, where Œ)y"' is the p-adic completion of the ring of differen- 
tial operators of level m over 7. Moreover, he introduced the sheaf Dy q := limî'y"'' ®z Q of differential operators 

over y of finite level. In this paper, we define the notion of overcoherence for complexes of T)^} -modules and check 
that this notion is équivalent to that of overcoherence for complexes of DÎp ^-modules. 
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Introduction 

Soit V un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques (0,/?), de corps résiduel parfait. Soient V un 
V-schéma formel séparé, quasi-compact, lisse et P sa fibre spéciale. Pour tout entier m € N, Berthelot a construit dans 
|Ber96bj le faisceau d'anneaux des opérateurs différentiels sur CP de niveau m. En le complétant /?-adiquement, 
on obtient le faisceau d'anneaux . On dispose de plus des morphismes canoniques de changement de niveaux 
voir ||Ber96bl ), ce qui donne le système inductif d'anneaux := (D^)meK- Berthelot construit 
le faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini en posant DÎp q := limCDy"' ®^ Q. Par tensorisation par Q et 

m 

passage à la limite sur le niveau, on obtient le foncteur noté lim: D b 0' ] ) -> D b (Djp Q ). Afin d'obtenir un foncteur 

pleinement fidèle qui factorise ce foncteur lim, Berthelot a introduit la catégorie LIÈ^(T>^') qui est une localisation 

de D b (2)^). Il a défini la sous-catégorie pleine des complexes cohérents de LZ)q(D^) qu'il note LL)g oohi^y )■ H a 
alors établi que le foncteur lim induit l'équivalence de catégories 

(*) lim: ^ cob 0; ] ) =D b œh (Vl, Q ). 

Nous avions défini dans QCar04l la sous-catégorie pleine notée D b mcoh ( r D} p q) de D^ oh (T)y q) des complexes sur- 
cohérents. Un complexe cohérent est surcohérent si son image inverse extraordinaire par un morphisme lisse reste 
cohérent par tout foncteur de localisation en dehors d'un diviseur. Si £ est un objet D*! arcoh (DÏp q) et £W est un objet 

de LL^g CP h(1 > y' > ) tel que lim — > £, il n'est pas évident que £W vérifie les mêmes propriétés de stabilité que 

£. La raison est que pour tout objet SFW de LE^ÇD^), la propriété que lim soit cohérent n'implique pas que 

3^") soit cohérent. Dans ce papier, nous introduisons de manière analogue la notion de surcohérence pour un complexe 

de D(D^). En notant LZ^ q surco h(25[p') l a sous-catégorie pleine de LJ^q coh(-^y') c ' es complexes surcohérents, nous 
vérifions que l'on dispose de l'équivalence de catégories 

(**) lirn: i^Q iSurco h(î , y') — ^surcohl^^dj)- 

Le point crucial de cette équivalence (**) est le théorème 13 . 5 . 1 I dont le corollaire l3.5.2l signifie que si la localisation en 
dehors d'un certain diviseur T de P de l'image par lim d'un complexe cohérent fiW reste cohérent, alors la localisation 

en dehors de ce diviseur T de £H reste cohérent. 

Précisons à présent le contenu de ce papier. Soit T un diviseur de P. Toutes les constructions des faisceaux des opé- 
rateurs différentiels ci-dessus restent valable en rajoutant des singularités surconvergentes le long de T (voir [Ber96b |). 
Notons alors M(Dy (T)) la catégorie des Dy'(r)-modules (toujours à gauche par défaut). Dans le premier chapitre, 
en localisant la catégorie M(% { ; ] (T)) de manière identique à Berthelot pour les complexes, on introduit la catégorie 
L^ Q (S[ p ,) (r)).Nous vérifions que c'est une catégorie abélienne quotient à la Serre de M(Dm (T)). Dans le second 

chapitre, nous définissons les objets de LA^q(X>j (T)) qui sont cohérents à lim-ind-isogénies près. Cette notion de 
cohérence à lim-ind-isogénies près est locale sur 7, ce qui est la motivation principale de son introduction. De plus, 
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en notant D^ oh (LA^Q(T)y\T))) la sous-catégorie pleine de D° (Lh^toÇD^} (T))) des complexes dont les espaces de 
cohomologie sont cohérents à lim-ind-isogénie près, on vérifie l'équivalence canonique de catégories de la forme 

4§Q,coh(S[ P ,) (r))-^ oh (z^ Q (DW(7'))). 

Nous établissons aussi un des résultats techniques utiles dans la preuve du résultat central du troisième chapitre (i.e. 
le théorème 13.5.11 déjà évoqué ci-dessus) qui est que pour vérifier qu'un morphisme de LD^, ^(Py (T)) soit un 

isomorphisme, il suffit de le prouver pour ses espaces de cohomologie calculés dans LM q(D^ (T)), ce qui nous 
ramène ainsi au cas des modules. 

Dans le troisième chapitre, nous rappelons et étudions le foncteur de localisation en dehors d'un diviseur puis nous 
établissons le point clé de ce papier évoqué ci-dessus concernant la stabilité de la cohérence par foncteur de localisation 
en dehors d'un diviseur. Dans le quatrième chapitre, nous rappelons la construction des foncteurs cohomologiques à 
support strict dans un fermé et de localisation en dehors d'un fermé de [Car04| et complétons, lorsque cela est utile, la 
vérification de certaines de leurs propriétés données dans [Car04|, notamment concernant la fonctorialité. Enfin, dans 
le dernier chapitre, nous définissons la notion de surcohérence dans le contexte des systèmes inductifs de ©-modules 
arithmétiques et établissons l'équivalence (**) entre cette notion de surcohérence a priori plus forte et celle donnée 
dans MCar04l . 

Remerciement 

Je remercie Tomoyuki Abe pour ses encouragements à rédiger en détail la partie concernant le foncteur cohomologique 
local ainsi que pour ses commentaires sur une version préliminaire. Je remercie Pierre Berthelot pour son avis sur les 
résultats de ce papier. 

Notations 

Dans ce papier, on désigne par V un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques (0,p), k son corps 
résiduel supposé parfait, K son corps des fractions et K une uniformisante. Les faisceaux seront notés par des lettres 
calligraphiques, leurs sections globales par la lettre droite associée. Les modules sont par défaut à gauche. On notera 
avec des chapeaux les complétions /?-adiques et si £ est un faisceau en groupes abéliens alors on posera £q := £ <E>z Q. 
Soient A un faisceau d'anneaux sur un espace topologique X. Si * est l'un des symboles +, —, ou b, D*(A) désigne 
la catégorie dérivée des complexes de yi-modules (à gauche) vérifiant les conditions correspondantes d'annulation des 
faisceaux de cohomologie. Lorsque l'on souhaite préciser entre droite et gauche, on précise alors comme suit D*( i A) 
ou D*{A i ). On note h (A) la sous-catégorie pleine de D(A) des complexes à cohomologie cohérente et bornée. On 
suppose (sans nuire à la généralité) que tous les ^-schémas sont réduits et on pourra confondre les diviseurs avec leur 
support. 

Les V-schémas formels seront indiqués par des lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par la 
lettre droite correspondante. On se donne de plus "? un V-schéma formel séparé, quasi-compact, lisse et T un diviseur 
de P. Pour alléger les notations, on notera alors T)^\t) := 23 y {T)®Q v D^y \ où 23^(7') désigne les faisceaux 

d'anneaux construits par Berthelot dans ||Ber96bl 4.2.3] et est le faisceau des opérateurs différentiels de niveau 
m sur y (voir |Ber96b 2.2]). On fixe A-o: N —s- N une application croissante telle que À-o(ra) > m. On pose alors 
¥™\t) := ■è i £ o{m)) (T) et T) { ™ ] (T) := {T)® 0y T> { ™ ] . Nous verrons d'ailleurs a posteriori (voir l23ël et 12311 ). 
que l'hypothèse Xo = id ne nuit pas à la généralité. Enfin, si /: X — > T est un morphisme de V-schémas formels lisses, 
pour tout entier i e N, on note /,■: Xi —> Pi le morphisme induit modulo 7t î+1 . On pose enfin Dp n -(T) := V/%' +1 (g>v 
D^V) = 3%\T) ® p, »? et := 33^(7) ® 0p , 2)?. 
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1 Localisations de catégories dérivées de systèmes inductifs sur le niveau de 
D -modules arithmétiques 

1.1 Rappels et définitions de Berthelot dans le cas des complexes 

Nous utiliserons dans ce papier toutes les notations qui suivent : 

1.1.1 (Catégories localisées de la forme LL)q de Berthelot). On rappelle ici les constructions de Berthelot de IBer02l 
4.2. 1 et 4.2.2] (Ce sont des cas particuliers pour simplifier la présentation de cette introduction [Ber02 ]). On dispose du 
système inductif d'anneaux m eN (les morphismes de transition sont construits dans |Ber96b|). 

Nous disposons de la catégorie dérivée D^{D [ ' ] {T)), où jj G {0,+,-,b}. Les objets de D0$(T)) seront notes 
£(•) = (£('") , apd> m ) ), où m, m' parcourent les entiers positifs tels que m' > m, où £ W est un complexe de Dy (T)- 
modules et a( OT ' ,m ' : £' m ' — > £''"') sont les morphismes Dy , ' ) (r)-linéaires de transition. 

• Soit M l'ensemble filtrant (muni de la relation d'ordre canonique) des applications croissantes %: N — > N. 
Pour toute application % G M, on note := (E ( - m \p^ m )~z('«)(x( m > m )). On obtient en fait un foncteur 

%*: D("D { ' ] (T)) -> D(Î>^\T)) de la manière suivante : si /W; fiW -> £fW de Dp^r)), le morphisme de 

niveau m de %* est /('"). Un morphisme /M : £(•) — > 5FM de 0(2)^(7')) est une ind-isogénie s'il existe 

% G M et un morphisme gW ; jH -^ X *£H deD(î)^ ) (r)) tels que les morphismes gW /W etx*(/ (,) )og(*> 

de D(Dy (r)) sont les morphismes canoniques. La catégorie obtenue en localisant D^(T)$ (T)) par rapport 

aux ind-isogénies se note L^q(D]j,' (T)) . 

• Soit L l'ensemble filtrant (muni de la relation d'ordre canonique) des applications croissantes X: N — > N telles 
que X(m)>m. Pour tout X G L, on note X* (£<») : = (£W™))yM»>').M'»))) m ,> m . Comme pour [Ber02j 4.2.2], on 

note A" l'ensemble des morphismes /M ; £(•) — ^ de 2?Q(2)g> (7*)) tels qu'il existe X G L et un morphisme 
gW; _). x*£W de ^(©^(r)) tels que les morphismes gWo/W et og« de ^q(5^ (r)) 

sont les morphismes canoniques. Par commodité pour en référer, convenons que les morphismes de A" sont les 

11 i ^\ 

« lim-isomorphismes ». La catégorie obtenue en localisant Q^Dy {T)) par rapport aux lim-isomorphismes 
sera notée U^T)^ (T)). 

• On note S 8 l'ensemble des morphismes /W : £W _> g» de D*(ï)^(r)) tels qu'il existe % e M, X E L et 
un morphisme gW : ->-A,*X*£ (,) de D (2)^(7)) tels que les morphismes gM o /(•) et A,*X*(/ W ) ogW de 
D(!Dy (r)) sont les morphismes canoniques. Les morphismes de S" sont appelés les « lim-ind-isogénies ». De 
même que pour A", on vérifie que S" est un système multiplicatif. 

1.1.2. Un morphisme /M : £W -> SFM de /^(©^(r)) est représenté par un morphisme (|) (# ) : fiW -> j^jW pour 

un certain x G M. De plus, deux morphismes <|)p : £M ->. ^* g» e t (j)^*' : fiW -» j^îFM de 0(î)y' l (r)) induisent la 

~(V) ^ 
même flèche de Z)Q(D!p (T)) si et seulement s'il existe % > %i,%2, tels que les deux flèches composées £W — ^ 

<t> W ~c s 

x *3-(.) x *j(.) et £(•) ^ _^ soient égales Pour résumer, pour tous fiW^W G J^Qpy (T)), on 

dispose de la formule 

Hom ^(5«(r))( £W ^ ,) ) = Ho %(5« ( r))( £W ^^ W )- (11-2-D 
De même, on dispose, pour tous fiMjSFM G S" 1 D(D^ ) (r)), de l'égalité : 

Hom S - IO (5<-)(r))( £W ' jW ) ^ Ho %(5«(r))( £(,) '^^ W ). d.1.2.2) 
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Lemme 1.1.3. 1. Soient %\ G M et /W : £ ( *' — > ZjSK») un morphisme de D(T>^- (T)). S'il existe X2 G M et un 
morphisme gW : de D(î>$ '(T)) tel que XÎ(> (,) ) o/W ef%|(/W)ogM sont dans Dq0' ] {T)) 



les morphismes canoniques, alors esf «ne ind-isogénie. 



2. Soient Xi G M, A-i e L ef : £W ->■ «« morphisme de D(Dy (T)), S'il existe X2 G M, À-2 € L ef k« 

morphisme : -^A,|x|£(*) de D{T> { * ] {T)) tels que les morphismes A,*XÎ(s W ) o / W ef ogW 
sonf /es morphismes canoniques dans S _1 D(Dy ' (T)), a/ors /W g^f wrce Um-ind-iso génie. 

Démonstration. 1) Traitons d'abord la première assertion, a) Dans un premier temps supposons Xi = 0, i.e. xî = îd. 
Par hypothèse, il existe alors %>%2 tel que o/W composé avec la flèche canonique Xî£ — ^ 5C*£^ soit l a flèche 
canonique dans D(T)y(T)) et tel que xi(f^) ogW composé avec la flèche canonique X^*' X*9^*' soit la flèche 
canonique dans D(Drp (7*)). En notant ftW le composé de avec le morphisme canonique X^'*' — * X*^'^ ° n 
vérifie alors que ftWo/W et X*(/ (,) )°/î (,) sont dans D(5^(T)) les morphismes canoniques. 

b) Revenons à présent au cas général. En composant deux flèches consécutives de la suite £W — ^ XÏ-^ — ^ 

— ^ XÎXjtOcî*^) on obtient les morphismes canoniques dans 2,o(2)y (7*)). D'où le résultat d'après le 
cas a) traité ci-dessus. 

2) Pour la seconde assertion, on procède de manière analogue : on traite d'abord le cas où A-i = id et Xi = 0, puis 
le cas général (on remplace partout x* par pour i = 1,2). □ 

Lemme 1.1.4. On dispose de l'équivalence canonique de catégories 5" _1 D"(2)y (T)) = LL^q^^ÇT)) qui est l'iden- 
tité sur les objets. 

Démonstration. Comme le foncteur canonique D"(2)jp (T)) —ï D^i^^ (T)) envoie une lim-ind-isogénie sur un 
lim-isomorphisme, le foncteur canonique D^'Dy (T)) — > LD^ÇD^ (T)) se factorise canoniquement en le foncteur 
Sf- 1 £)tt(5[p ) (7')) — > LL)q(T>^} (T)). Réciproquement, comme une ind-isogénie est en particulier une lim-ind-isogénie, 
on bénéficie du foncteur canonique ^ Q (V^(T)) -> S*- 1 D&('D$(T)). Soit /W; £W -> un morphisme de 
^(©^(r)) tel qu'il existe A, 2 G L et un morphisme gW; 3^*) -> A£fiM de ^(S^CO) tels que g<» D /W et 
sont les morphismes canoniques. Il existe %i G M tel que /W soit représenté par un morphisme de 
D"(Dy^(r)) de la forme <|>M : fiW -» x*3^*^. H existe %2 & M tel que soit représenté par un morphisme de 
^(^(r)) de la forme \|/M : 3^) -> X2^2 £W - ° n vérifie alors q ue 3CÎ(V (,) ) °4> W et X^tt 1 ' 1 )^'' 1 sont dans 
£q0d£ ) (7')) (et donc dans ^'^(©^(r))) les morphismes canoniques. D'après le lemme [T. 1.3121 on en déduit 
que (|>W est une lim-ind-isogénie. □ 

1.1.5. Il découle du lemme[IX4]et de ll.l.2.2l que l'on dispose, pour tous fiW^W e LDq(D^(T)), de l'égalité : 

Hom - Q (^) ( r))( £(,) ^ (,) ) = ^ Ho % ( 5«(r))( £(,) ^^^ W ). d.1.5.1) 



Remarques 1.1.6. • Soit (j>^) : fiW -> un morphisme de D(D^ (T)). Grâce à fTX2l et [TTT31 (resp. et [TX5] >, on 

, J>M e.stnn isnmnrnhistnp.Hans D m(T)''^ (T ÏWresn m^fT)^ 

(resp. G 5). 



vérifie alors que (j)'*' est un isomorphisme dans L^q(Dy (T)) (resp. LDq(T> v (T))) si et seulement si G M 



• On déduit du premier point qu'un complexe £W de D(Dy^(7')) est isomorphe à dans Z)q)(Py (T)) (resp. 
L^q(D^(T))) si et seulement s'il existe x G M (resp. x G Met À, G L) tels que la flèche canonique fiW — > 
(resp. £W -t X*%* est le morphisme nul. 
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1.2 Point de vue de la catégorie dérivée d'une catégorie abélienne quotient à la Serre 

1.2.1. NotonsM(5^ } (r)) la catégorie des D^(r)-modules. Les 5^ ) (r)-modules seront notés £ w = (£( m ),oc (m '' m) ), 
où m, m' parcourent les entiers positifs tels que m' > m, où £W désigne un D^' ) (r)-module et a {m ' ^ : £W -> 
£( m ' sont les morphismes (T)-linéaires de transition. Pour tout % £ M, on note de manière analogue à ll.l.ll 
X*(£ (,) ) := (£( m ),^('«')-zWoc(m',m)-) i En f ^ n obtient le foncteur x* : M(5^(T)) -4- (7)), ce dernier étant 
l'identité sur les flèches entre les modules au niveau m fixé. De plus, comme pour 1 1 . 1 ,T1 pour tout A G L, on note 
X* (£(•)) := (£W»0) j(x (X(m / )^(m))y 

Comme pour ! 1 . 1 . Î1 on définit le système multiplicatif des ind-isogénies (resp. des lim-ind-isogénies) de M(Dy (T)) 
et on note Mq(T)^(T)) (resp. S~ l M(Dy\T))) la catégorie localisée par les ind-isogénies (resp. par les lim-ind- 
isogénies). Comme pour ll.l.n on définit le système multiplicatif des lim-isomorphismes de Mq('Dj)(T)) et on note 

LM@(D$ (T)) la catégorie localisée. 

Tous les résultats entre le lemme [L1.2| et les remarques ll . 1 ,6| restent valables pour les modules à la place des com- 
plexes. Par exemple, de manière identique à ll.1.41 on vérifie l'équivalence canonique de catégories S _1 M(Dy ' (T)) = 
LMp(T)y (r)). Ainsi, les objets de LMoj'Dy (T)) sont ceux de M(T>y (T)) et ses flèches sont comme pour ll.l.5.T1 
données par la formule : pour tous fiW,^») G LA^q(^\t)) 

Hom zM Q (5W(r))( £W ^ W ) = ^ Hom M(5<-»(r))( £W '^ jW )- (LZL1) 

1.2.2. En remplaçant D par D, on définit de manière identique à 1 1 .2. 1 1 les catégories M{D^ (T)), Mp(Dy (T)), 

S-'M0;\T)) et L Mq (D^(T)). De même, les résultats entre le lemme[TX2]et les remarques MM sont toujours 
valables dans ce contexte. 

Lemme 1.2.3. Le fondeur canonique LA^ q(D$ (T)) — >■ LL^q(T)^} (T)) est pleinement fidèle. 

Démonstration. Cela résulte du fait quel' application Hom .=(.). „(£^*\ X*%*3^) -> Hom ~(.) (£W,A,*X*2^*^) 
est bijective et que l'on dispose des égalités fl . 1 .5. 1 l et fl .2. 1 . 1 1 □ 

Lemme 1.2.4. So/f jV(Dy (T)) /a sous-catégorie pleine de M(D^ (T)) des modules nuls dans LM q(D$ (T)). 

1. La catégorie N(D^ (T)) est une sous-catégorie de Serre de M(2)y (T)). 

2. On dispose de l'égalité : M(T>y\T)) /N(T>^ (T)) — S^ 1 M(Vy\T)) = LA^q(T)y\T)). En particulier, LA^q(T>^ (T)) 
est une catégorie abélienne et le système multiplicatif des lim-ind-isogénies de M(î>y (T)) est saturé. 

Démonstration. 1) Il est clair que N(T>^ (T)) est stable par isomorphismes. D'après l'analogue de la remarque 11. 1.61 
(on remplace les complexes par les modules), un objet £W de M{T)\'\t)) est dans N(T>^ (T)) si et seulement s'il 
existe % G M, X G L tels que le morphisme canonique fiM — > A*%*£W soit le morphisme nul. Il en résulte aussitôt 
que N(T>y) (T)) est stable par sous-objets, sous-quotients. De plus, soit — > £FW — ï £M — > gM — > une suite exacte 
de M(T)^\t)) telle que ï''», gW g JV(5^(r)). Soient x G M, A G L tels que les morphismes canoniques SK») ->• 
et g(») _^ A*%*gW sont les morphismes nuls. Comme les foncteurs %* et A,* sont exacts, on obtient la 
suite exacte courte -> X*%*£FM ->• A*X*£'*' ->• A*X*S'*' -> dans M(Dy (T)). L'image du morphisme canonique 
£M — s-A*X*£^ est alors incluse dans A*X*3 r '*'-On en déduit que le morphisme canonique £M (Ao A)*(x°x)*£^ 
est le morphisme nul. 

2) Notons S# le système multiplicatif saturé associé à la sous-catégorie de Serre N(T>§\T)). Rappelons que les 
éléments de Sn sont les flèches de M(T>^ (T)) dont le noyau et le conoyau sont dans iV(CDy (T)). Il s'agit de vérifier 
que Sn = S. 
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a) SoitO-^-jW -)•£(•) -> gW -^Oune suite exacte deM^D^r)). Supposons 3K») G N{T) ( ' ] (T)). Soient x G M, 
A- G L tel que le morphisme canonique SFW — > À,*%*3 r W soit nul. On obtient alors un morphisme gW — ^ A,*x*£'*' qui 
donne un inverse à £W -)• gW dans S -1 Af(5^(r)). De même, si gW G N{^{T)), on vérifie que SFW -> £W est 
un isomorphisme dans S~ l M(T)y ' (r)). 

b) Soit(j): £W -)■?<•) un morphisme de M(î)^ ) (r)). En utilisant a), on vérifie que si ker(|) et cokenj) appartiennent 
à iV(T)j^(r)), alors (j) est un isomorphisme dans LMq(Dy\T)), et donc <j) G 5 d'après l'analogue de la seconde 
remarque à ll.1.51 Réciproquement, supposons que soit une lim-ind-isogénie de M(Dy (T)). Soient % E M, X E L 
tels qu'il existe un morphisme canonique \|/: £FM À,*x*£'*' dans M(2)y (7")) tel que \|/o0 et X*X*(§) °¥ sont l es 
morphismes canoniques. On vérifie alors que la composition kercj) — > À.*X*ker(|) — >• À.*X*£^ est le morphisme nul. 
Comme A,*x*ker(j) — > X*%*£^ est un monomorphisme, il en résulte que le morphisme canonique kercj) — !> À,*x*ker(|) 
est nul. De même, on vérifie que la composition 5FM — » coker((|)) — >■ À,*x*coker((])) est le morphisme nul. Comme 
3^*' — > coker((j)) est un épimorphisme, on en déduit que le morphisme canonique coker((j)) — > A-*X*coker((j)) est le 
morphisme nul. □ 

Remarques 1.2.5. Pour jj G {+,— ,b,0}, notons £)" (Dy (T)) la sous-catégorie pleine de D"(Dy (T 1 )) des 

complexes dont les espaces de cohomologie sont dans N(T>)p (T)). Notons S Nqi le système multiplicatif saturé com- 
patible à la triangulation de D"(Dy (7*)) qui correspond à d" (ï>y'(r)). Par définition, un morphisme /W 



de D»(ï)W(r)) appartient à 5^ ■ si et seulement si, pour tout triangle distingué (il en suffit d'un en fait) dans 



>y \* )) appaïuciu a o Nqi " " ■ «<- 

Dt(D^ ) (7')) de la forme fiW _> g M _> £(•)[!], p0U r tout entier n G Z, on ait ?£"(gW) G JV(D^(r))). 

Il découle du théorème [Miy91 3.1] (on ne peut pas utiliser sa version plus faible et plus agréable à démontrer de 
[BP09, 2.6.2] car comme la sous-catégorie N(T>^\t)) de M(T> ( '\t)) n'est pas stable par limite inductive filtrante, 
le foncteur oubli N(Dy (T)) — > M(D^\t)) ne possède pas de foncteur adjoint à droite), le foncteur canonique 
D"(Dy (T)) — > D$(LM@('Dy (T))) induit canoniquement l'équivalence de catégories 

4Jz)»(5«(r)) ^D»(/j| Q (5«(r))). (1.2.5.1) 

1.2.6. Pour tout entier n G Z, on dispose du foncteur n-ième espace de cohomologie 3ï" : D{T)y (T)) — > M(Drp (T)) 
défini pour £« = (£H, a ( m '' m )) G D(5^(J)) en posant JC(£W) = (5C"(£( m )) ) J(«(a( m '. m ))). On dispose de l'iso- 
morphisme canonique J£"À,*X*(£^) — > ^*X*î£" (£ ) 1 u i s'inscrit dans le diagramme commutatif 

JC (£(•)) ^ J{"A,*x*(£ (,) ) 

jf«(£(«)) ^ À*x*Jf"(£ w ) 

dont la flèche horizontale du bas est la flèche canonique tandis que celle du haut est l'image par 3C n du morphisme 
canonique. On en déduit que le foncteur 0ï n envoie les lim-ind-isogénies sur les lim-ind-isogénies. Le foncteur !K"se 
factorise alors en M": LI]®(Î)$(T)) -^LA^ (^(T)). 

femme 1.2.7. Le foncteur JC" : LLJq(D^\t)) — > LA^q(D$ (T)) défini dans \1.2.6\ est un foncteur cohomolosique. 

Démonstration. Par construction, un triangle distingué de LLJq(T)^ (T)) est isomorphe dans LLJq(D^ (T))h l'image 
d'un triangle distingué âsK(T>^'(T)) parle foncteur canonique de localisation K(T)y\T)) — ïLD®('Dlp (T)). Comme 
: K("D$(T)) M{1)y{T)) est un foncteur cohomologique, comme le foncteur de localisation Af(!D^(r)) 

LA^q(T>^ (T)) préserve les suites exactes (cela résulte des propriétés des localisations par une sous-catégorie de Serre 
et de ll.2.4t . on en déduit le résultat. 
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□ 

Notations 1.2.8. Notons LLJq(T>^ (T)) la sous-catégorie strictement pleine de LZ^ g(Py (T)) des complexes £M tels 
que pour tout entier n ^ on ait JC"(£W) -A- dans LMq(T)^\t)). 

Remarques 1.2.9. Soit £M € LLJq(Î)§ ) (T)). Par définition, £W est un objet de ^(5^(7)) si et seulement si fiW 
est un objet de D b (ï)y (T))- Cette condition est a priori plus forte que de demander qu'il existe JVeH assez grand tel 
que, pour tout j £ [— N,N] nZ on ait l'isomorphisme CH 7 (£(*') —t dans LA^ q(D$ (T)). Il n'est donc pas clair que 
LD^(py (T)) soit une sous-catégorie strictement pleine de LLJq(D^ (T)). 

Lemme 1.2.10. Le joncteur canonique LJv^qÇD^ (T)) — > LLJq(D^ (T)) est une équivalence de catégories. De plus, 
le joncteur !K° : LD^(Dy^ (T)) — »LMp(î)y (T)) eif une équivalence de catégories quasi-inverse. 

Démonstration. Il résulte de ll.2.3l que le premier foncteur est pleinement fidèle. Soit £M G LD^ÇD^' (T)). Il reste à 
prouver qu'il existe dans LDq(D^ (T)) un isomorphisme de la forme £W — » JC°(£W). Comme £W est un objet 
de D h (T)y (T)), il existe N G N assez grand tel que, pour tout ; g 1 [-N,N] HZ on ait l'isomorphisme ^(fiW) 

dans M(T)j) (T)). Pour tout entier n 6 Z, on note a>„(£M) et a<„(£M) les troncations cohomologiques usuelles 
(voir les notations après la proposition [Har66, 1.7. 1]). On dispose ainsi par définition pour tout entier n G Z de la suite 
exacte dans C(ï)| p * ) (r)) de la forme : -> a<_„_i(fiW) -> £ (,) -> a>_„(£W) -> 0. 

1) Vérifions a<_i(£W) -A- dans LE^ffij) (T)). 

a) Posons S*') := a<_i(£H). On dispose alors dans D(5^(r)) de l'isomorphisme a<_;v_i (S^M) = a<_7v_i (£ (,) ) — 
0. En considérant la suite exacte de C{D^{T)) : -> CT<_jv-i (3^) -» 3^ ->■ CT>-jv(3^^) -> 0, on en déduit que le 
morphisme canonique S"'*' — > a>_A?(3 r( -*^) est un isomorphisme de D(Dy (7*)). 

b) Pour tout y" G [— iV, - 1] n Z, on dispose d'après IIHar66l 1.7.2] du triangle distingué dans D(ï)y (T)) : 

^■(jW)-^a> ; -(3<*))^a>; +1 (jW)-^+l. 

Comme, pour tout j e [-JV,-l]nZ, ^'(jM) = ?t>(£ W ) - 21 » dans LZ^OD^r)), il en résulte que la flèche 
a^C^W^a^+itS^estunisom 

c) Comme on a dans D(D^\t)) l'isomorphisme o>o(3 r ^*- ) ) = a>o(o<-i (£^)) — ► 0, il résulte des étapes a) et 
b)que -A- Odans ^(©^(T)). 

2) Démontrons à présent que le morphisme canonique Jt°(£(*' ) ) — > a>o(£^) (voir sa construction dans HHar66\ 
1.7.2]) est un isomorphisme dans LD^(T>^ (T)), 

Posons S^*' := CT>o(£^). De même que pour l'étape l.b), on vérifie que le morphisme canonique a>i (£'"') = 
a>i (S w ) -> o>iv + i (9 (,) ) est un isomorphisme dans LD^Ë^ (T)). Comme o> w+ i (gW) = o> w+ i (£<•') dans 

D(D^ ) (7 7 )), il en résulte que a>i(£W) Odans LD^T)^ (T)). En considérant le triangle distingué de D(V^ (T)) 
(voir BHar66| 1.7.2]) 

M°(£W) -> o> (£ (,) ) -> o>j (£«) -> +1, 

on en déduit le résultat. 

3) Via 1) et 2), on conclut grâce à la suite exacte -> a<_i(£W) -> £ w ->■ a> (£ (,) ) -> dans C(D^(T)). 

□ 

Corollaire 1.2.11. Avec fes notations \1.2.5\ on dispose de l'égalité S' — S^ qi . Pour jj G {+, — ,b,0}, on dispose de V in- 
clusions^ C 4,;- Le morphisme canonique D h (D^) (T)) ^ D b (LA^^T)^ (T))) induit par le foncteur de localisation 
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M(T>)y (T)) — > LA^q(T) y (T)) se factorise canoniquement en V équivalence de catégories 

L^(T> { ;\T)) ^D b (L% Q (?>$(T))). (1.2.11.1) 

Démonstration. 1) Vérifions d'abord l'inclusion S^ qi CS h . Soient /W G S^ qi et un triangle distingué dans D b (Dy\T)) 

de la forme £W 11+ gK») _> gW £(•) [1], Par définition, pour tout entier n G Z, J£»(gW) G AT(S^(r)). Autrement 
dit, pour tout entier n G Z, on a J£"(gW) dans ZJlfoÇD^ (7)). D'après 030] cela entraîne que gW 
dans LDq(!Dy (r)). D'après les propriétés concernant les catégories triangulées, /M est donc un isomorphisme dans 
LQqCD^CO). D'après la remarque[IX6] on obtient alors que /M G 5 b . 

2) Vérifions à présent l'inclusion 5* C S% qi . Soit /M : £« -> SFW un morphisme de D*(D^ (T)). Comme le fonc- 
teur espace de cohomologie 5{° : D"(2)y (T)) — >• LMpflDy (r)) est un foncteur cohomologique local, en considérant 

la suite exacte longue dansLA^ofpy (T)) déduite du triangle distingué dans D^(D^\t)) de la forme fiW 3^*) — > 
9'*) — > £H [1], on vérifie que /W G Sjy • si et seulement si, pour tout entier « G Z, JC"(/W) est un isomorphisme dans 
LA^oÇpy (r)) (qui est une catégorie abélienne). Or, si /W G 5', alors son image dans 1^^(2)^(7)) est un isomor- 
phisme. Comme le foncteur "K n : D\Î) ( '\t)) LMq(^(T)) se factorise par LD^(5^(T)) -^IMq0^ (T)), 
on en déduit l'inclusion S" C 5^ ?i voulue. 

3) Enfin l'équiv alence canonique de catégories résulte de celle S^D^'D^ (T)) = D^(LA^ Q (T)^ } {T))) de ll.2.5.11 
ainsi que du lemme [L 1.41 □ 

Corollaire 1.2.12. Soit (j): £W — > 3^*' un morphisme dans LD^(D^ (T)). Le morphisme (]) est un isomorphisme 
dans LD > b j('Dy (T)) si et seulement si, pour tout entier n G Z, le morphisme JC"((])): JC"(£^*') — > JC^SK*)) est un 
isomorphisme de L^qÇD^ (T)). 

Démonstration. Il existe un triangle distingué dans LD^(T) < £ > (T)) de la forme £ (,) — >■ jpW -> gW -> £W[1]. 

D'après les propriétés concernant les catégories triangulées, (j) est un isomorphisme si et seulement si gW 
dans LZ^^(!py (T)). D'après [I.2.10l cela est équivalent à dire que, pour tout entier n G Z, on ait ÎC(gW) dans 

LAÇ@(D$ (T)). Le lemme [L2.7l nous permet de conclure. □ 

1.3 Propriétés locales 

Lemme 1.3.1. Le fait qu'un objet de M(D^ (T)) soit un objet de NÇD^ÇT)) est local en 7. 

Démonstration. Soit £W un î>y'(r)-module. D'après l'analogue de la seconde remarque 11.1.61 (on remplace les 
complexes par les modules), le fait que fiW soit un objet de N(V^ (T)) équivaut à dire qu'il existe X G M et À, G L 
tels que la flèche canonique fiW — > A,*%*£W soit le morphisme nul (dans la catégorie M{1)\'\t))). Soit (CP,-),- e / un 
recouvrement ouvert de CP tel que, pour tout i G /, il existe G M et X, G L tels que la flèche canonique fiW | ^ — > 
A,*%*£W |CP,- soit le morphisme nul. Comme D 3 est quasi-compact, on peut supposer / fini. Il existe donc % G M et A- G L 
tels que, pour tout i G /, on ait % > et X > Xi. Pour tout i G /, le morphisme canonique £M |T; — > X*%*8,(*> 1 3 ,- est 
donc le morphisme nul. 

□ 

Lemme 1.3.2. Soitf: £W — un morphisme de LA^q (Dy (T)). Le fait que ce morphisme soit un monomorphisme 
(resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme) est local en T. 
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Démonstration. On sait déjà que LMg{T)y{T)) est une catégorie abélienne (voir 11. 2. 4b . Or, d'après le lemme [L3.1l 
le fait d'être nul dans LMoÇDy (T)) est local en 7. D'où le résultat. □ 

Proposition 1.3.3. Soit (]): £W —ï 3^*) un morphisme dans LD^( r D$ (T)). Le fait que le morphisme (j) soit un iso- 
morphisme est local en 7. 

Démonstration. Cela résulte de [TT3~2"l et ll.2.î"2l □ 

Lemme 1.3.4. Soit fiW g LD^(D^ (T)). La propriété £W G LD^(D^(r)) etf /oca/e en T. 

Démonstration. D'après [1.3.21 pour tout entier « G Z, la propriété J£*(£W) dans LA^Q(By'(r)) est locale en 

:!'. ~ □ 

Lemme 1.3.5. Soient £W , 3^*) t/eio: objets de M(T>^ (T)). La construction d'un morphisme dans LMg,('D$ (T)) de 
la forme f: £W — ^ gi*) gjf locale en 7. 

Démonstration. Soient (O 5 ,-)^/ un recouvrement ouvert de 7 et pour tout i £ I des morphismes /,■ : fiW | — >. g\*) | 

dans LMp(!Dy. (7* nfi)) tels f\ 7[ nîPy = /)| H CPj pour tous /, /' E /. Comme CP est quasi-compact, on peut supposer 
/ fini. Comme une famille finie d'éléments de L (resp. de M) est majorée par un élément de L (resp. de M), quitte à 
augmenter les éléments de L ou M qui apparaissent dans un choix de représentant des morphismes f, on peut supposer 
qu'il existe X G L et % e M, des morphismes a,-: gW^j -> X^S^jCP; dans M(D^(r HP/)) représentant /;. Quitte 
à nouveau à augmenter À, et %, on peut en outre supposer que a,-| T/ H CP; = fl/|CP,-n CPy. On obtient donc un morphisme 
a: £W -^XV^ dans Mp^(r)) tel quea,- = a\7u D'où le résultat. 

□ 

Lemme 1.3.6. Soient f, g: £M — ►£FW dewc morphismes de LMq( ( D^ (T)). L'égalité f = g dans LM q(D$ (T)) est 
locale en 7. 

Démonstration. L'égalité f = g équivaut à dire que le morphisme canonique ker(/ — g) — > £M est un isomorphisme. 
Cela résulte alors de |1.3.2| □ 

1.4 Bifoncteurs homomorphismes 

Proposition 1.4.1. Soient £W, 3"M deux objets de LMq(T)^ 1 (T)). Notons Oiom ~ w „(£ W , 3" (,) ) /e préfais- 

ceaM en groupes abéliens sur 7 défini par iln-Hom ,^r.i, „(£W lit, Alors !Kom ,^.t.\, „f£^, 3^*^') 

s F 7 F zj^ (B[ ( , (7'n£/)) ( - 1 ' 1 ; zj| Q (D! p , (r)) v ' ; 

est un faisceau. 

Démonstration. La proposition équivaut aux lemmes ll.3.5l et ["l.3.6l □ 

Notations 1.4.2. Notons Aby la catégorie abélienne des faisceaux en groupes abéliens sur 7. Soient £(•)'*, SFW- * G 
ff(LA^Q(Py (T))) (exceptionnellement, on indique le deuxième • pour préciser les notations qui suivent). Avec les 
notations de la proposition ! 1.4. 11 on dispose du bifoncteur 

D'Com* (e) (-,-): K(LM q (&;\t))) x *(LAf Q (Ê«(r))) -> K(Aby) 
dont le n-ème terme pour tout entier n € Z est défini en posant : 



'Kom" (£«>*, ^W,») := TT j{ om (gW,P gK»), />+«) (1.4.2.1) 



et les morphismes de transition sont donnés par la formule d = d^ + (— 1)" + dy. 
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Notations 1 .4.3. Notons Ab la catégorie des groupes abéliens. De manière analogue au paragraphe ll.4.31 en remplaçant 
partout « "Kom » par « Hom », on construit le bifoncteur (qui est d' ailleurs le bifoncteur classique des homomorphismes 
de la catégorie abélienneLA| { Q(î)^ ) (r))) : 

Hom lM (î>W(r)) ( ~ ~ ): K{I^^ { ;\T)))xK{l^^ { ;\T)))^K{Ab). 

Lemme 1.4.4. Soient Ci , Sj , C des catégories triangulées, 3M"i , Jsfj , N des systèmes nuls ( voir la définition de [KS06, 
10.2.2]) de respectivement Ci, Cj, C. Soient N2, J^' 2 des systèmes nuls de respectivement Q2 ■— Ci & 2 '.= Cj/Nj. 
So/enf N3, c/es systèmes nuls de respectivement Ci, S'j fe/s <?we €1/^3 = 62/^2, C'i/^3 = ^2/^2- Soit F : Ci x 
Sj ->6mb bifoncteur triangulé. On suppose que la localisation à droite de F par rapport à (Ni x 3\fj , J\f) existe ( voir 
la définition HKS061 10.3.7]) et se note x ^ F. Si l 'une des conditions : 

1. la localisation à droite de F par rapport à (N3 x N 3 , 3\f) existe, 

2. la localisation à droite de Rjj^ x par rapport à (N2 x NjjN) existe 

est satisfaite, alors la seconde aussi et on dispose dans ce cas de l ' isomorphisme de bifoncteurs 

Démonstration. Cela découle aussitôt de la propriété universelle des localisations à droite. □ 

Notations 1.4.5 (Bifoncteur faisceau des homomorphismes de Berthelot). Soient £W' * G /£~(I>y'(r)), SFM' * £ 
/T + (Dy'(r)). Berthelot a considéré le bifoncteur 

lim <Kom\ L w (-, À***-): ^(^'(r)) x^(^»(r)) ->tf(Aba>) 

dont le n-ème terme pour tout entier n G Z est défini en posant 

lim W w (£«-', ÀYJW>'):= lim H ^om-^ (Z^, X* X ^' ) ' p+ ") (1.4.5.1) 
XeL, %eM y XeL, xeM peA 

et les morphismes de transition sont donnés par la formule d = d^ + (—l)" +l d^. Berthelot a vérifié que ce bifoncteur 
lim J£om*L (>) (— , X*%* — ) est localisable à droite en le dérivé droit de la forme 

XeL, %€M V ? {T)) 

Mim J£oml w (-, : ^(^(T)) x LÇ+^V)) -> D(Ab y ). (1.4.5.2) 

XeL, zeM 31 

Il note WKom .^(•), nn(~ 5 ~) : = Rlim 'Kom'~ M {— , — ), ce foncteur dérivé droit qui se résout (i.e., 

^(Do, (^)) X.eL,~X€M 

on applique le théorème d'existence [KS06 10.3.9]) en prenant des résolutions injectives du terme de droite et des 
résolutions plates d'un certain type du terme de gauche. 

1.4.6 (Bifoncteur homomorphisme de Berthelot). Soient £W G LDq(5^(T)), G 45q(5^(J)). De manière 
analogue à ll.4.51 en remplaçant Jfom par Hom, Berthelot a construit le bifoncteur 

RHom Lg Q (È(;>(r))(-'-) : W^\t))° x^(îj(r)) ^Z) + (Ab) (1.4.6.1) 
tel que H°(RHoni .~ w „.(£«, ?«)) = Honi ,^(.)^(£ W ,^ W ). H a de plus vérifié l'isomorphisme de bi- 

LL) ) Q\ 1) y l 1 )) tjt(ji- L 'y l'JJ 

foncteurs 

RT^-JoKHb™ (5 (.) (r)) (-,-) ^ ^om , )(r)) (-,-). (1.4.6.2) 
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1.4.7. Pour D g {-, +,b}, notons Q N : K^(T)^\t)) -> ^(LA|q(Î)^ ) (r))) le foncteur canonique. D'après la re- 
marque après le théorème |Miy91 , 3.2], le foncteur Qn est un quotient. Soit JsQv le système nul correspondant à ce quo- 
tient. De plus, le foncteur Q—N induit par localisation l'équivalence de caté gorie s de 1 1 . 2 . 1 1 . 1 I notée Q eq : LDq(T>^ (T)) = 

D h ( LA^ q(D^ (T))). Notons enfin Qis le système nul des quasi-isomorphismes de K(Aby) et Q: K(Aby) — > D(Aby), 
le foncteur canonique. Avec les notations des paragraphes ! 1 ,4.2l et ll .4.51 on dispose de l'égalité 

En d'autres termes, la localisation à droite du bifoncteur lim J{om"L (t) (— , X*%*—) par rapport à (Nn x 

XeL, %eM Bî ^ 

Nn, Qis) existe et est égal à Oo 'Kom' _ , > ( — ,—). Grâce à l'existence vérifiée par Berthelot du foncteur dé- 

' ë ^ Q (DW(r)) V 1 v 

rivé droit de lim J£om*L w (— , A,*x*— ) (voir 11 .4.5t . grâce à l'équivalence de catégories Q eq , en utilisant le 

X€L. X €M V ? (T)) 

lemme [T.4.41 on obtient alors que le bifoncteur 'Kom' , (— , — ) est localisable à droite en le bifoncteur que 

ZJ|«j(î)W(7-)) V 

l'on notera 

Rî£ow û(^ Q (5W(r)))(-'-) : ^(^(^(r)))" xZ) b (z^ Q (5W(r))) ->D(Ab3.). 

Par propriété universelle des foncteurs dérivés droits, on dispose de l'isomorphisme canonique de bifoncteurs LL^(T)^y (T))° 
LLf Q (T> ( y ] (T)) ^D(Aby) de la forme 

K ^ Q (5W(r))(-'-) ^ R!Ko %(^(53W(r)))(^(-)'Ô^(-))- 

1.4.8. De manière identique à 11. 4.71 on vérifie que le bifoncteur Hom* (—,—) est localisable à droite en le 
bifoncteur que l'on notera 

RHom D( w ( j(S«(r)))(-'-) : ^(^qC 5 ?^)))" x^qPS?'^))) -^D(Ab). 

Par propriété universelle des foncteurs dérivés droits, on dispose de plus de l'isomorphisme canonique de bifoncteurs 

U^iV^ (T))° x U^iT)^ (T)) -s-D(Ab) de la forme 

Mom ^(-V)/-'-) ^ Ra »^(5^(r)))(a«(-)^H). 

Ce morphisme provient du morphisme analogue sans les dérivés droits. On déduit alors de ll.4.6l que l'on dispose de 
l'isomorphisme de bifoncteurs D h (LM Q ( : ï> < Ç ) (T)))° x D b (LM (V$(T))) -> Ab de la forme : 

J{°(RHom -(.) (— , -)) ^ Hom n(iu _ ( „. Wm (-,-). (1.4.8.1) 



•fl(^Q(»ï J (r))) v ' " o(zj| (D^(r))) v 



On déduit de [ÎAÔJ l'isomorphisme de bifoncteurs D b (L^Q(D^(r)))° x D b (LA^Q(D ( '' (T))) -> D(Ab) de la 
forme 

Rr(T,-)oKJ{om , _(-,-) RHom , - ( . )( ,„(-,-). (1.4.8.2) 

1.4.9. Notons M(î>j,(''T)q) la catégorie abélienne des 2)3p( + r)Q-modules. En tensorisant par Q puis en passant à 

la limite inductive sur le niveau, on obtient le foncteur lim : M{T> { ' ] {T)) ->■ M(D3p( t r) Q ). Comme il transforme les 
lim-ind-isomorphismes en isomorphisme, il se factorise canoniquement en le foncteur 

lim: L^q(^\t)) ^M(2)3p( + r)Q). (1.4.9.1) 
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1.4.10. Soient£W,3 r M deux objets de À^L^Qp^r))). Via le foncteur lim; K b (LA^ q (T>^\t))) -> ^(VipCT)^) 
déduit [T74.9.1| on obtient le morphisme de K(Aby) suivant : 

•Kom 9 _ w (&\ J W )^Mom* t ,. . (lim £ W ,lim J W ). (1.4.10.1) 

Comme le foncteur lim: /r b (LA^Q(D^(r))) — » ^T b (î)y (^T')q) transforme complexe acyclique en complexe acy- 
clique, il se factorise donc en le foncteur lim: D b (LA^q,(D^ (T))) —ï D b (D'y Ct)q) qui commute au foncteur ca- 
nonique de localisation Q: K b (Z^q(5^ (T))) -)• D b (Z^ Q (5j ) (7'))) et g: ^(D^TJq) D b (D$,(tr) Q ), i.e. 

Q o lim lim o Q. On dispose ainsi des morphisme de bifoncteurs /r b (ZJW Q (î)^ ) (r))) x K h (LM (^ (T))) -> 
D(Aby): 

QoKom' _/■.! — s> QoKom' t . , olim — ► IMom^i ,+„> oQolim RIKom^t , t _. olimoO. 

Par propriété universelle du bifoncteur dérivé droit, il existe donc un morphisme canonique de la forme 

KMo %(^ Q (5«(r)))(-'-)^^ ^t (tT)Q (-,-)°lim (1.4.10.2) 

de bifoncteurs D b (IM^Tlty (T))) x D b (LM lQ (T)^ ) (T))) D(Ab v ). 

Par propriété universelle du bifoncteur dérivé droit, on vérifie de la même manière qu'il existe un morphisme 
canonique de la forme 

rao % ( ^ Q (5« ( r)))(-'-)^ raom ^(^)Q ( -'- )o ^ ( 1A10 - 3 ) 
de bifoncteurs D h (LAÇq('D$ (T))) x D h (LAÇq('D$ (T))) -> D(Ab). 



Remarques 1.4.11. Si la catégorie abélienneLMo(!Dy (T)) possédait assez d'injectifs (ce que j'ignore), avec les deux 

• _ ( 



lemmes qui suivent, on pourrait alors résoudre comme d'habitude le bifoncteur 'Kom' ,-(.), „ ( 



1.4.12 (Stabilité de l'injectivité par image inverse par une immersion ouverte). Soit j: il =-> 7 une immersion ouverte 
de V-schémas formels lisses. Le foncteur canonique j *: M(D$(T)) ->Af(D^(r Ht/)) possède un adjoint à gauche 
exact (le foncteur extension par zéro en dehors de t/) que l'on notera, afin de ne pas le confondre avec le foncteur 
image directe extraordinaire, ;'| op : M(T> { * } (T DU)) -> M(T>^ } (T)). Pour tout £*) e M(T>^ ] (T n U)), on dispose de 
l'isomorphisme canonique j t ° p X*%*(£,^) — > X*X*f, op (E^) qui s'inscrit dans le diagramme commutatif 

yfP(£W) ^ 7 -; op X*x*(£ w ) 

jfp ( £ W) ^X*x*;!° p (£ (,) ) 

dont la flèche horizontale du bas est la flèche canonique tandis que celle du haut est l'image par y'| op du morphisme ca- 
nonique. On dispose des mêmes propriétés concernant j*. Soient £ ( *> e MÇD^' (T DU)), G M(Dy(T)), X G L, 
% G M. On a l'égalité £W = y*jî° p (£^*)) qui est compatible avec les isomorphismes ci-dessus, i.e. l'isomorphisme 
composé j*f° p X*X*(£- { ' ] ) ^ j*X*X*f° P (£- { ' ] ) A,*X*/;| op (£ (,) ) est l'identité. De même, le morphisme d'ad- 
jonction jf| ' P 7*(9^*') — > 3^*) est compatible aux isomorphismes ci-dessus. 

On déduit de ce qui précède que le foncteur f° v envoie les lim-ind-isogénies sur les lim-ind-isogénies. On ob- 
tient donc sa factorisation sous la forme ./5° p : LA^D^T/ n 17)) -)• LAÇqÇd'? (T)). Comme le foncteur canonique 
M(î)^ ) (r)) -> L^Q0y{T)) est exact (e.g. voir HBP09L 2.3.4]), comme une suite exacte courte de LA^q('D['\t n 
U)) est isomorphe à l'image par le foncteur canonique quotient d'une suite exacte courte de M{D^ (T(~)U)) (e.g. voir 
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IBP09, 2.3.5]), comme j? p : M(D [ ''(T DU)) -> M(Dy(T)) est exact, alors le foncteur ;| op : LMq(D^'(T n U)) -> 
LAfcÇDy (T 7 )) est exact. De la même façon, on dispose du foncteur exact j* : LAÇq,ÇDy (T)) — > LA^q(T)[*\t (1U)). 

On définit l'application a: Hom^^w^^^W.j*^) -^Hom LMQ(5 w (r)) 0f p £W,5'W) de la manière sui- 
vante : si (j): fiM — >. \*%*j*3i') est un représentant d'une flèche, alors un représentant de a((|)) est donné par y'j op £(*' 



jtop x * x * f j(.) tftfjfPffW -^X* x *?('). De plus, on définit l'application p: Hom ~ w (/î op £« ?«) -> 
Hom^ (^W(rn£/))^ ^ ^ e ^ a mamere suivante : si ¥ : j! op £'''' — > A,*X*9"^ est un représentant d'une flèche, 

alors est représenté par fiM = j*j° p (E^) — s- y'*A,*%*3 r W — > A,*x*7*9 r (*'. On vérifie facilement que oc et p 

y*(v) 

sont des bijections réciproques. Ainsi, le foncteur exact _/'j op est un adjoint à gauche de j*. On en déduit que si îfW est 
un objet injectif de la catégorie LA^ Q ('D|p* ) (r)), alors y'*3"M es t un objet injectif de la catégorie LA| Q (2)[ l * ) (rnf/)). 

Lemme 1.4.13. Soient £W, jW deux objets de LMQ(T)y)(T)). On suppose de plus que 3^ est un objet injectif de la 
catégorie LM q(T) y) (T)). Le faisceau Dïom \\(^'\ 3^) (voir sa définition en \1.4.1\ est flasque. 

Démonstration. Il s'agit de reprendre les arguments du lemme analogue de BGod73l II. 7. 3. 2] qui restent valable grâce 
au paragraphe [TÂT2] □ 

Lemme 1.4.14. Soient £M g K{LM {T>y (T))) et jW g g+(LM (^y (r))) m« complexe dont les termes sont des 
objets injectif s de LA^Q,(Dy\T)). Si £'*' ou sont acy cliques, alors il en est de même de 3iom* ^(»)^ ))^*^' 3^) 

Démonstration. La preuve du lemme analogue de [Har66 II. 3.1] fonctionne encore : il suffit de vérifier que le com- 
plexe r(lX,JCom' _,. } (SW, jW)) = Hom* _ w (£W|il, J w |il) est acylique. Or, d'après [TXT21 jW|il 

est un complexe dont les termes sont des objets injectifs de LA^ qÇD^ (T CiU)). 



□ 

2 Systèmes inductifs cohérents de ©-modules arithmétiques 

2.1 Cohérence à ind-isogénie près 

Dans cette section, on fixe A- G L. 

Notations 2.1.1. Soit fiW est un A,* 5^(7) -module. 

• OnnoteM(A,*I>!p' > (r)) la catégorie des A.*Dy'(r)-modules. Via le morphisme canonique d'anneaux (T) — > 

on dispose du foncteur oubli oub x : M(X*^(T)) -> M(3D { y ] (T)). 

• Soit % <E M. On remarque que %*X*Dm (T) n'est plus un système inductif d'anneaux (à moins que X soit 
constante). On calcule que X*£^ reste muni d'une structure canonique de X*T>^\t) -module. On obtient même 
le foncteur %* : M(X*'D$(J)) -+M(k* ÏÏ$(T)). 

• Soit n G L. On note : M(A,*Î3^ (7*)) -> Af(ju*A,*5^ (r)), le foncteur induit par p*. 

Notations 2.1.2. • Un moi-phisme /W : £W -> îfW de M(A.*ï>[p'(r)) est une ind-isogénie s'il existe % G M et 
un morphisme : 3~W £*£(•) de M(A,*D^(T)) tels que les morphismes gM o/W et X*(/ (<) ) de 
M(A,*î)|p'(r)) sont les morphismes canoniques. La catégorie obtenue en localisant M(X*3D^\t)) par rapport 



aux ind-isogénies se note M<q(X*'D^ (T)). 
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• Un morphisme /M; fiM _> j(*) de M(X*î>y (r)) est une lim-ind-isogénie s'il existe x G Af, ^ G L et un 
morphisme gM : -4 fJ*%*E^ de M(A,*î)|p* ) (r)) tels q ue les morphismes gM o/W et /U*%*(/W) o gW de 
M(A,*D^(r)) sont les morphismes canoniques. On note LA^Qi(À,*I>y (r)) la catégorie localisée par rapport 
aux lim-ind-isogénies. 

Lemme 2.1.3. On bénéficie des factorisations oub x : ^(k*^ (T)) -> A£q(Ï)£' (7")) ef oub*. : L^q(A,*5^ (T)) -> 
^(^''(r)). De plus, on dispose des factorisation X*T> { y ] ' (T) ®g(.) (r) -: ^«jO^CO) -> ^(^©^(T)) eî 

^D?(r)® 5 w {r) -: 0|Q(B«(7'))^Z^ Q (r5«(7')). 

Démonstration. Il est immédiat qu'une ind-isogénie (resp. une lim-ind-isogénie) de M(À,*Dy ' (T)) est (via le foncteur 
oubli) une ind-isogénie (resp. une lim-ind-isogénie) de M(Dy (T)). D'où les factorisations concernant le foncteur 
oubli. Pour tout % G M, pour tout Dv(7')-module £('\ l'isomorphisme canonique %*(k*T>y (T) ® ~(.) £W) 

A,*2)y' , (r) ,X*£''' qui commute aux morphismes canoniques de la forme fiW — >■ jj*£W. D'où la première 

factorisation du foncteur X*T) ( '\t) ®~ w -. De plus, soit /W; fiW ->■ SpW un morphisme de Mq(^ '(T)). 

Dire que /M est inversible dans LA^o(2)y (7*)) équivaut à dire qu'il existe un morphisme p G L et un morphisme 
g(') ■ £(•)—> p*$(*) de A^Q(Dy'(r)) rendant commutatif le carré de gauche ci-dessous dans le cas où X = id : 

A.*5«(r)®~„ (r) 3<') — «-^(r)^.)^^) — tB^rjKj^^j C2.1.3.D 

^D«(r)®~„ (T) £W -^5«(7 , )® £ « (T) /i*£W ^ (^ S ?( 7, )®5« ( r) £W ) > 

dont les flèches horizontales sont les morphismes canoniques. Il en résulte que la dernière factorisation voulue. 

□ 

2.1.4 (Adjonction). On vérifie que le foncteur k*V^(T) ®~ ( .) -: M(Œ)^\t)) -> M{X*^ ] {T)) est adjoint à 

gauche du foncteur oubli oub?,: M(k*T>m (T)) — > M(Dy (T)). Comme le foncteur oubli oub^ commute canonique- 
ment aux foncteurs de la forme p* et %*, on vérifie que oub^ : A^Q(A,*Dy ^ (T)) — > A^q(1>^ (T)) est adjoint à droite de 

k m! D$(T) ® 5 w (r) -: %q(Vv\t)) -> ^(VV^iT)) et oub x : LA£ q (X*:d£ ) (7')) -> «^(^(r)) est adjoint à 

droite de ^5^(7) ® 5 <.) (r) - : U^qi^ (T)) -> L^Q^Dj^r)). 

Lemme 2.1.5. Les foncteurs oub^ ef A,*!Dy (7*) ®^.(.), — sonî ûfes équivalences de catégories quasi-inverses entre 
LMq(X*T>j, (T)) et LA^qÇD^ (T)). On en déduit en particulier que le foncteur oubli de la forme 

oub x : MpÇk*ï>$\T)) ^Ufc$$P)) (2.1.5.1) 
est pleinement fidèle et exacte ( car c 'est un quotient par une sous-catégorie de Serre. 

Démonstration. Soient £W un Dy''(r)-module et £FW un X*Dy\T)-module. Grâce à 12. 1.41 il s'agit de vérifier que 
les morphismes d'adjonction sont des isomorphismes. Cela résulte des diagrammes commutatifs de M(Dm (T)) (resp. 
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M(X*Dy (T)) pour le carré de droite) : 



i^^r) ® g (., (J1 £(•) * x^^^r) £(•)) — 

t F -■ f 7 I x t 

e« — *-g«. ^5W(r)® 5 „ (r) ^« ^x*(X*D«(r)(» 5 „ {r) ?<•)). 

(2.1.5.2) 
□ 

Définition 2.1.6. Soit gW un A.*23| p ,) (r)-module. 

• Le module gM est un A.*D^(r)-module localement de présentation finie s'il existe un recouvrement ouvert 
(CPi)ie/ de O 3 tel que, pour tout / G /, on dispose d'une suite exacte dans M(k°"Dy)(T)) de la forme : 



où rj,i; G N. 



• Si de plus, on peut prendre {?} comme tel recouvrement ouvert de 7, on dira que le module gW est un 
A,*D^(r)-module globalement de présentation finie. 

Lemme 2.1.7. Les fondeurs X*D^ (T) ® ~ (X(o)) — ef £W i-> g(°) induisent des équivalences quasi-inverses entre la 

catégorie des "D^ (T)-modules cohérents (resp. des Dm (T) -modules globalement de présentation finie) et celle 

des \*T>y (T)-modules localement de présentation finie (resp. des X*T>^ (T)-modules globalement de présentation 
finie). 

Démonstration. Comme ces deux foncteurs sont exacts à droite, ils se factorisent comme voulu (on vérifie d'abord le 
cas respectif, le cas non respectif s'en déduisant par cohérence de Dy^ÇT)). Or, le foncteur À*D^ (T) ®~(X(o)) , — 

est adjoint à gauche de g'*' n> g' ' pour les catégories de D^ (0)) (r)-modules et de A-*D^ ) (T)-modules. Il suffit donc 
de vérifier que les morphismes d'adjonction sont des isomorphismes, ce qui est aisé : si gM un A.*Dy'(r)-module 
localement de présentation finie, alors le morphisme canonique X*Dy\T) (8>;k(X(o)), g' ' — > £'*' est un isomorphisme 

car il suffit par exactitude à droite et additivité de nos foncteurs de le vérifier pour gW =X*V < £ ) (T) (le fait que le 
second morphisme d'adjontion soit un isomorphisme est immédiat). □ 

La caractérisation du lemme qui suit est à rapprocher avec la notion de cohérence de Berthelot que l'on rappellera 
dansELD 

Lemme 2.1.8. Soit gW un X*Dy (T)-module. Le X*Dm (T)-module g'*' est localement de présentation finie si et 
seulement s 'il satisfait les conditions suivantes : 

1. Pour tout m G N, gW est un By'°'" (T)-module cohérent; 

2. Pour tous entiers < m < m' , le morphisme canonique 

5? m 'V) ®î,w) (n £ (m) -► £ (m0 (2.1.8.D 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Cela découle aussitôt de l2~L7l □ 
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Remarques 2.1.9. • Comme les extensions Dm (T) — » Dy m (T) ne sont pas plates, la catégorie des À,*Dy'(r)- 
modules localement de présentation finie n'est pas stable par noyau. 

• Si y est affine, d'après le théorème de type A, les notions de ^(r)-modules cohérents et de (7*)- 
modules globalement de présentation finie sont alors égales. D'après T2.1.7I il en résulte que les notions de 
À,*D^ (r)-modules localement de présentation finie et de A,*Dm ( 7") -module s globalement de présentation finie 
sont alors égales. De plus, le foncteur X*D^\t) <g>~(X(o)), — de la catégorie des D™'°^(r)-modules de type 

Drp [T) 

fini dans celle des A,*Dy'(r)-modules localement de présentation finie est une équivalence de catégories dont 
un foncteur quasi-inverse est donné par S'*' i-> r(T, S*- ')- 

Lemme 2.1.10. Soit /W; £W — > 5fW m« morphisme de M(X*D^ (T)). On suppose que, pour tout m G N, tes 

îDy" (T)-modules £('"' ef 3^'™) sonf cohérents. Le morphisme /W esf a/ors «ne ind-isogénie de M(A,*Dy (T)) si ef 

seulement si le morphisme /q : £q — > 9q induit après tensorisation par Q e.sî m« isomorphisme de X*D^\t)q- 
modules. 

Démonstration. 0) Comme les morphismes canoniques de la forme £M — > jj*£W avec %<EM deviennent des isomor- 
phismes après application du foncteur Q ®z —, la première implication est évidente. Réciproquement supposons que 
/q soit un isomorphisme. 

1) D'après |Ber96bl 3.4.4], si on note £ ? le sous-faisceau des sections de p-torsion de £( m \ alors £; est un 
sous-Dy " (r)-module cohérent de £("'). Notons a: £M — > £W /£» , la projection canonique. Vérifions que c'est 
une ind-isogénie de M(A,*Dy (T)). Comme £('"' est un 1)L^\t) -module cohérent , il existe alors % G M tel que 
la multiplication pXM : £(»') _^ £(»>) se f ac torise (de manière unique) en P' m ' : £'" 7 ' / £, — »■ fiW. On en déduit que 
le morphisme pW; £W/£, W -> x*£ W de M(A-*D^(T)) est tel que pWoocW etx*a (,) °P W sont les morphismes 
canoniques. 

2) D'après l'étape 1) quitte à quotienter par les sous-modules de /^-torsion, on peut supposer que, pour tout m G N, 
£( m ) et £F( m ) sont sans /^-torsion. Il existe alors % G M tel que pour tout m G M, F isomorphisme canonique m m ) := 
p^ m \fq | 3q — ► £qj se factorise (de manière unique) par un morphisme de la forme M"') : 3^'"' £( m ). 
Comme %*£W c X*£q^ et X*9^*' C 3C*9q > on calcule en fait que le morphisme hq 1 : -» %*£q' se factorise en 
le morphisme 2>W : gw jç*£W (i.e., les fc( m ) commutent aux morphismes de transition) qui est tel que g'*' o/W et 

ogW sont les morphismes canoniques. 

□ 

Définition 2.1.11. Soit fiW U n A,*D| p * ) (r)-module. Le module fiW est un A,*D^ ) (7 , )-module de type fini à ind- 
isogénie près s'il existe un recouvrement ouvert (CP,) ie / de CP tel que, pour tout i G 7, on dispose d'une suite exacte 

dans ^q(X*D^ ) (7')) de la forme : (à* 0)^(7 nP,))'' -> £ (,) |?; -> 0, où r; G N. De même, on définie la notion de 

A,*D^(J)-module localement (resp. globalement) de présentation finie à ind-isogénie près ou de A,*Dj'(7)-module 
cohérent à ind-isogénie près. 

Lemme 2.1.12. Soit £**' un X*D^) (T)-module. Le X*D w (T) -module fiW est globalement de présentation finie à 

ind-isogénie près si et seulement s'il est isomorphe dans Mq(X*D$ (T)) à un X*T>\*\T)-module globalement de 
p ré s en tation finie. 

Démonstration. La suffisance est triviale. Réciproquement, supposons que £M soit le conoyau dans A7 > Q(À.*Dy'(r)) 
d'une flèche de la forme (x*Œ)^(T)Y -> (x*^ (T)Y ■ Soit : (X*Ï)$(T)Y -> %* (à^D^IT))* un repré- 
sentant de ce morphisme pour un certain % G M. Comme X*T>^} [T) coker (j)( ' est un X* Dy\T) -module 

Drp (T) 

localement de présentation finie, grâce au lemme 12.1.101 le morphisme canonique s.(X(o)), T , coker §(°> — > 

Drp [T) 

coker <|)W est une ind-isogénie de M(X*T)$(T)). D'où le résultat. □ 
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Lemme 2.1.13. Les notions de X*D* (T)-module localement de présentation finie à ind-isogénie près et de X*Dy (T)- 
module cohérent à ind-isogénie près sont équivalentes. En particulier, le faisceau d'anneaux X*T>$(T) est alors un 
X*D^ (T)-module cohérent à ind-isogénie près. 

Démonstration. La cohérence à ind-isogénie près entraîne clairement la locale présentation finie à ind-isogénie près. 
Réciproquement, soit £M un A-*ï'y''(r)-module localement de présentation finie à ind-isogénie près. Comme le 
lemme est locale et comme les propriétés équivalentes à établir sont stables par isomorphisme dans A^iq(X*D y\T)), 
via les lemmes |2. 1 .71 et |2. 1 . 121 on peut supposer qu'il existe un CD^°^(r)-module globalement de présentation fi- 
nie ?(°) tel que £« = X*Œ)^(T) <g>~ m){T) 3<°). Soit /«: (V^r))' £« de ^(X*^ (T)). Il s'agit 

de vérifier que ker/W est de type fini à ind-isogénie près. Soient % g M, a^ : (x*T)j,\t)\ — > %*E^ un mor- 

phisme de M(X*Dy) (T)) qui soit un représentant de /W. Comme Bj B "(T) est un anneau cohérent, comme les 
extensions (T')q) — )■ Dp m (T)q sont plates, il découle alors du lemme lZl.lOI que le morphisme canonique 

X*T) { '\T)(S)~ { x m , . kera( Q) ^kerflW est une ind-isogénie de M(X*'D$(T)). D'où le résultat. □ 

Remarques 2.1.14. Avec les notations du lemme [?. 1.131 comme les extensions £jp (m)) (T) r D^ {m+l)) (T) ne sont 
pas plates, il semble faux que le faisceau d'anneaux X*T>§\T) soit cohérent (comme objet de M(X*D^\t))). 

Notations 2.1.15. Notons A^Q. co h(X*D < £ > (T)) la sous-catégorie pleine de Mq(X*"D^\t)) des T)^\t) -modules co- 
hérents à ind-isogénie près. De même, lorsque CP est affine, en reprenant tout ce qui précède dans ce contexte, on définit 
de manière identique la sous-catégorie pleine A^Q, C oh(X* Dy\T)) de Mq(X*D^' (T)) des D^(r)-modules cohérents 
à ind-isogénie près. 

Lemme 2.1.16. Si 9^ est un objet projectif de M(X*T>y\T)), alors ÎPM estunobjetprojectifdeA^q(X*Dy(T)). 

Démonstration. Soit gW : fiW 3<*) un épimorphisme de ^ç(A,*5^(r)) et /(•) : 3>W -» un morphisme de 
Af.Q(X*T) { y\T)). Soient x G M, <|>M : 3>W -> x*3" (,) et l|/M : £(•) -> des morphismes de M(A,*5^(r)) re- 

présentant respectivement /M et Notons S**' := X*3^*\ 3<^*' := im et oeW : 3fM -)• 9 ( *' l'inclusion cano- 
nique. Comme est un épimorphisme, il existe Xi G M et un morphisme pW : S 1 -*^ — > XÏ^ te l s 1 ue P 

Wo K W et 

X* ) o pM sont les morphismes canoniques. Comme !?W est projectif, il existe un unique morphisme G'*' : !pM — > 
dont le composé avec la surjection X*£^ -> XÎ^'*' induite par XiV*' donne pW o ^W, On remarque de plus 
que X*(V ) oflW est égal au composé de <|>W avec le morphisme canonique SW — > J^ÏS • Si on note ^ '■ ^ 
£(*5 le morphisme de M^Q(X*Dy (T)) dont ( *) est un représentant, on a donc o/jW = /W. □ 

Remarques 2.1.17. Je ne sais pas s'il est vrai que si jW est un objet injectif de M(À,*D^(r)), alors jW est un objet 
injectif de M®{X*T>$(T)). 

Proposition 2.1.18. La sous catégorie pleine Mo, co h (X* P (T) ) c/e Mq^^^ (7*)) &sf stable par isomorphisme, 
noyau, conoyau, extension. 

Démonstration. La stabilité par isomorphisme est triviale. Vérifions à présent la stabilité par noyau et conoyau. Soit 
/(•): £(•) — > ji*) un morphisme de A^tQ tCO h(X*T)y\T)). La cohérence à ind-isogénie étant une propriété locale et 

stable par isomorphisme de ^q(X*T)j)(T)), grâce à 12. 1.121 on peut supposer que £M et 3"W sont des X*T>^ (T)- 
modules globalement de présentation finie. Soient % G M et ^ : fiW U n morphisme de M(A,*CD^(r)) qui 

représente /"M. Via le lemme |Z 1.101 on vérifie alors que les morphismes canoniques A,*2)^(7') (8>~(X(o)), ker^ ' — > 

T>y (T) 

ker<|)(*) etX*T) ( y\T)(g)~ { x m cokenj)' ' ->coken|)W sont des ind-isogénies de M(X*^(T)). 
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Traitons maintenant la stabilité par extension. Soit — > £'*' — > 3^*' — > S*-*- 1 — > une suite exacte dans la catégo- 

/(•) g (-) 

rie A^q(X* T>y(T)) avec £ (,) , gW e M <Q iCoh (X* , Comme la cohérence de IfW est locale, on peut supposer 

qu'il existe des épimorphismes de la forme «W; (VcD^r))' ->-£WetfcM: (7)) ->■ gW. D'après |2.1.16l 

il existe ftW : (Vî)^ (r) V -> SPW tel que o ftW = &W. On en déduit que (Vï)^ (r)) ' © (à,*!)^ (T)) ' ->■ SF*») 
défini par /M o + ftM est un épimorphisme. On a donc validé que SFW est de type fini à ind-isogénie près. Soit 
a 0) : (x*T)y\T)j -t SK*' un morphisme de A^q(X*'D^ (T)). Il reste à vérifier que keroc ( *) est de type fini à ind- 
isogénie près. Comme S M est cohérent à ind-isogénie près, ker(gW o a'*' ) est de type fini à ind-isogénie près. Comme 
ce que l'on doit prouver est local, on peut supposer qu'il existe un épimorphisme de A^q(X* (T)) de la forme 

; (x*D$(T)^ -» ker(gWoaW). Comme A^q(X*T>^\t)) est une catégorie abéhenne, on dispose de l'isomor- 

phisme canonique aW(ker(gW o a'*')) im(a'*') flkergW. En particulier, si on note : ker(gWoaW) -> 

le composé de a^*' avec le monomorphisme ker(g(*' oa'*') C fA,*Dy^(!T)J , on obtient la factorisation canonique 

eW ; ker(gW o a'*') — > fiW de 8^ par /W. Comme £W est cohérent à ind-isogénie près, kere^ o pM est de type 
fini à ind-isogénie près. Comme est un monomorphisme, il en résulte que ker(/W o eW o pW) est de type fini à 
ind-isogénie près. Comme /M o o pM = 8'*' o pW, alors ker(8W o pW) est de type fini à ind-isogénie près. Or, 
on dispose des isomorphismes p(*)(ker(8(*) o (3**')) -^-» im(pW) nker(8'*') ker(a^), qui est donc de type fini à 
ind-isogénie près. 

□ 

Lemme 2.1.19. Soit £W un X*T>$ (T)-module. Le module fiW e5f isomorphe dans Mq(X*V^ (T)) à un X*^ (T)- 
module localement de présentation finie si et seulement si est isogène à un 2)2 (T)-module cohérent et le 
morphisme canonique X*D^ (T) (g>~(X(o)) — >• £W est une ind-isogénie de M(X* r D^{T)), 

De plus, deux X*T)y\T)-modules localement de présentation finie sont isomorphes dans Mq(X*D^(T)) si et 
seulement s 'ils sont ind-isogènes dansM(X*T> { y } (T)). 

Démonstration. Supposons qu'il existe 3^°) un î3^ (0)) (r)-module cohérent, /(°) : £(°) 3 r <°) et g^ : £F<°) -> £(°) 
deux morphismes T>^°^r)-linéaires tels que /(°) og(°) et o/(°) sont les multiplications par p". En prenant 
X € N la fonction constante égale à n, on obtient par extension les morphismes /W : X*D^(r) ®~(x(o)), , 

X*V$(T) ® 5 wp )){r) 3*» et g W: A*5«( r ) ®^ (0))(r) £(») _> ^D«(r) ® 5 wp» (r) ? (0) . Alors /W og« et g« o 
sont les morphismes canoniques (i.e. les multiplications par p" à chaque niveau). D'où la suffisance de la première 
assertion à valider. Réciproquement, supposons que fiW est isomorphe dans A^Q(X*Dy\T)) à un A,*D^ ) (r)-module 

9^*) localement de présentation finie. Dans ce cas, il existe % S M et une ind-isogénie de M(X*D { y ] (T)) de la forme 
g(») _ > .jj*cp<») i On en déduit que £(°) et SK°) sont isogènes. On en déduit les ind-isogéniesdeM(A,*î>^(T)) de la forme 
X*T) [ '\t) ®~ W o)). . £ (0) -> 9^ -> JC*^* 5 . Comme ce composé est égal au composé X*"D%\t) <g>~ W o)), > £ (0) -> 
£ — > %*3^'\ on en déduit la première assertion. La seconde assertion se traite de manière analogue. 

□ 

2.2 Cohérence à lim-ind-isogénie près 

Définition 2.2.1. Soit £**) un DÎ^(r)-module. Le module £W est un ©^(T^-module de type fini à lim-ind-isogénie 
près s'il existe un recouvrement ouvert (7i)iei de 7 tel que, pour tout i £ I, on dispose d'une suite exacte dans 

LAftq, (r)) de la forme : (rnP f )) ^ £ (,) l^i -4 0, où r ; G N. De même, on définie la notion de T> { ' } (T)- 
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module de localement de présentation finie à lim-ind-isogénie près (resp. globalement de présentation finie à lim-ind- 
isogénie près, resp. cohérent à lim-ind-isogénie près). 

Le lemme qui suit sera amélioré via l2.4.5l (mais ce dernier utilise l2~2T2l qui est une première étape). 

Lemme 2.2.2. Soit £W un D * (T)-module, Le T)™ (T) -module est globalement de présentation finie à lim-ind- 
isogénie près si et seulement s 'il existe X £ L et un X*T)^ (T)-module 3^*-' globalement de présentation finie tel que 
£W et SfW soit isomorphe dans LM^ty (T)). 

Démonstration. La suffisance est triviale. Réciproquement, supposons que fiW soit le conoyau dans LA^oÇlDy (T)) 
d'une flèche de la forme (ÏÏ$(T)Y -> (7*)) *. Soient % & M, X & L et <|>W : (ô3 W (r)Y ->• X* (A/*â3 W (T))" 
un représentant de ce morphisme. Comme x* ^A.*Dy ' (T)^ est muni d'une structure canonique de A,*!D^ (r)-module 
qui prolonge celle de ©^(T^-module, on en déduit par adjonction (voir 12.1.41 ) que le morphisme <|)M se factorise de 
manière unique en un morphisme de M(V'D§ ) (T)) de la forme l|/W : 6i*ï) W (r)Y -)• X* (wV^iT)^'. Comme 
coker (calculé dans A^q(X*D < ^ > (T))) est un A,* Dr^(r) -module globalement de présentation finie à ind-isogénie 
près, d'après le lemme |Z 1.121 le module coker est isomorphe dans Mqi(X*1)j)(T)) (et donc dans LMo(!Dy (T)) 
via le foncteur oubli de 12. 1.5. H à un X*T>$(T) -module globalement de présentation finie. Comme coker est 
isomorphe à £(•) dans LMq(T)^\t)), on a donc terminé la preuve. □ 

Lemme 2.2.3. Les notions de Dy (T)-module localement de présentation finie à lim-ind-isogénie près et de 2)^ (T)- 
module cohérent à lim-ind-isogénie près sont équivalentes. En particulier, le faisceau d'anneaux Dm (T) est alors un 
1)y (T)-module cohérent à lim-ind-isogénie près. 

Démonstration. La cohérence à lim-ind-isogénie près entraîne clairement la locale présentation finie à lim-ind-isogénie 
près. Réciproquement, soit £M un 2)y'(7 , )-module localement de présentation finie à lim-ind-isogénie. Comme la 
cohérence à lim-ind-isogénie est locale, on peut supposer que £W un 2)jp'(r)-module globalement de présentation 
finie à lim-ind-isogénie. D'après f2.2.21 par stabilité par isomorphismes de LMpfPy (T)) de la propriété de cohé- 
rence à lim-ind-isogénie, on se ramène au cas où fiW est un À,*X>^(r)-module globalement de présentation finie. 
Soit /(') : (T>P(T)\ -> £W un morphisme de LA| Q (î)^ ) (r)). Il s'agit de vérifier que ker/W est de type fini à 

lim-ind-isogénie près. Soient % e M, X e L, flW : ^D^(T)\ -> %*X*E^ un morphisme de Af(D^(r)) qui soit 
un représentant de /W. Par adjonction (voir 12.1.4t . le morphisme se factorise de manière unique en un mor- 
phisme &W; (Vî) W (r)Y -> x*X-*£ (<) de M(A,*î) W (r)). Il résulte des propositions |2~TT3l et |2~TT8l que kerfeW 

est un À.*I)l^(r)-module de type fini à ind-isogénie près, et par conséquent un 2) [j^(r) -module de type fini à lim- 
ind-isogénie près (en effet, on dispose du foncteur oubli de l2.L5.IT l. Comme kerM") et ker/W sont isomorphes dans 
LMq(!Dj (T)), on conclut alors la preuve. □ 

Notations 2.2.4. On note LA^Q xo hÇD^} (T)) la sous-catégorie pleine de LA^qÇD^ (T)) des D y (T')-modules cohé- 
rents à lim-ind-isogénie près. De même, lorsque 7 est affine, on définit la sous-catégorie pleine LM o. co h (Dy)(T)) de 
LAÇ@(Dy (T)) des D^ (r)-modules cohérents à lim-ind-isogénie près (en remplaçant partout « D » par « D »). 

Remarques 2.2.5. Soit A- 6 L. De manière analogue, quitte à remplacer « D » par « X*D », on peut définir la sous- 
catégorie pleine L^ Q . c oh (X*T) ( '\T)) de U^qÇXW^iT)) des X* T> W (r) -modules cohérents à lim-ind -isogenie près. 
Avec le lemme 12.1.51 et avec la caractérisation de la globale présentation finie donnée dans 12.2.21 les foncteurs 
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oub^ et X*&y)(T) ®^(*), — induisent des équivalences de catégories quasi-inverses entre LMq^ co ^(X*T>^\t)) et 
^Q,coh(5ï ) (7')). 

Proposition 2.2.6. Les fondeurs oublis et Tr^(T) — sont des équivalences de catégories quasi-inverses 

-Drp (7*) 

entre L^ q (Î> { '\t)) (resp. (T))) etU^p^>{T)) (resp. U^^J^T))). 

Démonstration. On vérifie de manière analogue à 12. 1.51 1e cas non respectif. De même, on établit que les foncteurs 
oubli et XqT>^}(T) — induisent des équivalences quasi-inverses entre LMqÇDj} (T)) et LM ^X^T)^ (T)). 

Traitons à présent le cas respectif. Les factorisations 'Dy (T) -: 4^Q coh (î^0O) U^^^ÇDy (T)) et 

X^Ttty (T) <8>£« (r) - : ^fq.coh(^y ) (7')) -> IAfq.coh(^n^y V)) sont aisées. Or, d' après |Z231 le foncteur oubli se 

factorise par LMQ )Coh (X^Dy (r)) L^q^Î)^ (T)). D'où le résultat. □ 

Lemme 2.2.7. Si 3>M est un objet projectifde A£q(Î>^ (T)), alors 3>W e5 f Mn è/'eî projectifde LA^q(V^ (T)). 
Démonstration. La preuve est identique à celle de l2.1.16l (on remplace les % par des X). □ 

Proposition 2.2.8. La sous catégorie pleine LA^Q co h('D < ^ 1 (T)) de LM q(X >j ,(T)) est stable par isomorphisme, noyau, 
conoyau, extension. 

Démonstration. Il s'agit de reprendre la preuve de |2.1.18l (on utilise [2~2~2ll2.2.7| et le fait que la catégorie LA^q(D^\t)) 
est abélienne). □ 

2.3 Cohérence au sens de Berthelot 

Rappelons d'abord la notion de cohérence au sens de Berthelot (voir [Ber02, 4.2.2]) : 

Définition 2.3.1. Soit jj e {0,+,-,b}. Soit £W e LD^(D^(T)). Le complexe £W est cohérent si et seulement s'il 

existe X g L et îjW £ L^^(A,*5^(r)) et un isomorphisme de £W 3^*) dans LDj^îD^T')), tels que SK') vérifie 
les conditions suivantes : 

1. Pour tout m e N, £ (m) G D^ oh (î)^ (m)) (r)) ; 

2. Pour tous entiers < m < m', le morphisme canonique 

5î (ffl,)) (T) , (2.3.1.1) 

est un isomorphisme. 

Notations 2.3.2. Soit e {0, +,-,b}. On noteLZ)^ cohO^CO) la sous-catégorie strictement pleine âe LL^(Œ)^ (T)) 
des complexes cohérents. On note LL)q ^(Î^CO) la sous-catégorie strictement pleine de LL) q(D$ (T)) des com- 

2.3.3. Berthelot a de plus vérifié que, pour tout fiW g ^(5^(7')) et pour tout J 1 *' G /^^(©^(r)), l'appli- 
cation 

^ : Rîto »i 5Q (5W(r))( e( ' ) ' ff( " ) ) rr)o) (lim£W,limjW) (2.3.3.1) 

est un isomorphisme. 

Proposition 2.3.4. Les foncteurs oubli et Dy (T) ®^(.) ^ — induisent des équivalences de catégories quasi-inverses 
entre LL? q (&;\T)) (resp. LLf Qc JT> { ;\ T ))) etL$p${T)) (resp. ^J&J (T))). 

Démonstration. On procède de manière identique à l2.2.6l □ 
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2.4 Sur une équivalence de catégories des complexes à cohomologie cohérente 

Notations 2.4.1. Pour (je {O,+,-,b,0},onnoteraDf oh (LM Q (5^ ) (r))) la sous-catégorie pleine de D»(L^ Q (23| p * ) (r))) 

des complexes fiW tels que, pour n G Z, JC n (£W) G LA^q co h(D^' ) (r)) (voir les notations de \2.2A\ . On remarquera 
que cette notion de cohérence est locale en T. 

Le lemme qui suit peut se voir comme un cas particulier de l2.3.3.I1 Par soucis d'exhaustivité pour le lecteur, nous 
donnons une vérification. 

Lemme 2.4.2. Soit £FW g LAÇq(V$ (T)). Le morph isme de faisceaux en groupes abéliens de \1.4.10~J\ 
est un isomorphisme. 

Démonstration. Pour tout ouvert il de V, on dispose par définition des égalités 

Y ^ om m ^\ T)) ^^ ^ = Hom i M (Ê<;)(rn £ ;))(<( rnf/ )' ^ ^ Â1 ^ 

= lim lim Ham~ w (Ë«(rrW), |il) = lim lim r(iU*X*jM). (2.4.2.3) 

XeL x&m u Agl zeM 

En appliquant le foncteur r(il, — ) au morphisme |2.4.2. il on obtient le morphisme canonique lim lim 

lim ipH ), qui est un isomorphisme. □ 

Théorème 2.4.3. Pour tous fiW G D^JZAfQÇpy (r))), 9"M G D b (L^ Q (î)fp* ) (r))), te morphisme de D(Ab?) défini 
en \l. 4.10.21 

est un isomorphisme. 

Démonstration. Grâce au lemme |Har66, I.7.1.(ii)] (que l'on peut utiliser grâce à 12.2.8t . comme pour SFW fixé les 
foncteurs sont way-out à droite, on se ramène au cas où £W g LMo. C oh(^Dy (T)). Comme le théorème est local en V, 

d'après le lemme l2?2.2l on peut supposer que 7 est affine et qu'il existe A, G L et un A,*Dy'(r)-module gM globalement 
de présentation finie tel que £M et 9'*) soit isomorphe dans LMqÇD$ (T)). On se ramène ainsi à vérifier le théorème 
pour gM à la place de fiW, D'après la deuxième remarque de 12.1.91 G' ' est un dL (r)-module cohérent et le 
morphisme canonique X*Dy(T) (8>=(\(o)), G' ' — > 3^ est isomorphisme. On obtient une résolution gauche de 

par des Dy (r)-modules libres de type fini. Celle-ci induit une résolution gauche de 9 W par des A,*D^ ) (r)-modules 
libres de type fini. En calquant la preuve de IIHar66l I.7.1.(iv)] (on utilise les suites exactes de troncation), on se ramène 

à vérifier le théorème pour gM de la forme (x*^(T)) . Par additivité et comme T>$(T) -> X*^ (T) est une 

lim-ind-isogénie, on peut supposer gH = (T), On conclut par construction de notre morphisme et de |2.4.2| (pour 

dériver le bifoncteur de gauche de 12.4.3. fl dans le cas particulier où £M = (T), on prend une résolution par des 

injectifs de l'objet de ^ b (5^(T)) associé à 5FW via l'équivalence de catégories |1.2.11.ÏT i ou alors en remarquant que 
l'on est dans la situation de |2.3.3l 

□ 

Corollaire 2.4.4. 1. Pour tous £W g ^ oh (LA|Q(î)fp* ) (T))), S<*) G D b (LMq(V^ (T))), le morphisme canonique 
de D(Ab) de \1.4.10.3\ 
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est un isomorphisme. 

2. Le foncteur U .4.9J\ se factorise en l'équivalence de catégories 

lim: L^ Q , coh 0; ] (T)) =Coh{Vl,CT) Q ). (2.4.4.2) 

où Coh(DÎp(' T)q) désigne la catégorie des D\>{^ T)tq-modules cohérents. 

3. Le joncteur lim induit V équivalence de catégories 

lim: D b coh (L^ Q (V { ; } (T))) = D^ oh (î)^( + r) Q ). (2.4.4.3) 

Démonstration. On vérifie la première assertion de manière analogue à 12.4.31 (on peut aussi remarquer qu'en appli- 
quant le foncteur Mr(CP, — ) au morphisme de 12.4.3.11 on obtient grâce à ll.4.8.2l la flèche |2~4. 4. ll i. Avec ll.4.8.11 on 
en déduit la pleine fidélité des foncteurs 12. 4.4. 3l et 12. 4.4. 21 Vérifions à présent que ces deux foncteurs sont essentiel- 
lement surjectifs. Soit £ G ^coh^yC^C?)- Quitte à utiliser des triangles distingués de troncation et à procéder par 
récurrence sur le nombre d'espaces de cohomologie non nuls, avec IBG K+871 1.2.18], par pleine fidélité de 12.4.4.31 
on se ramène au cas où £ est un î)3p(^7')Q-module cohérent. Or, grâce à 0Ber96bl 3], il existe m G N, un V^ \t)- 
module cohérent £(°) et un isomorphisme Dj(^7 , )Q-linéaire de la forme DÏ p (' i T)Q®~( mo ) £(°) — > £. En posant 

£ (,) := 23^ +mo) (r)£(°), on obtient alors F isomorphisme lim(£W) £. 

□ 

La proposition qui suit améliore l2.2.2l : 

Lemme 2.4.5. Soit £W G LJ^ q^ÇD^ (T)). Il existe alors mo G N tel que £W S oit isomorphe dans LA^qÇD^ (T)) 
à un Dy +m °\T)-module localement de présentation finie. 

Démonstration. Cela a été prouvé au cours de la preuve de l2~4.4.2l □ 

2.5 Comparaison entre les notions de cohérence 

Lemme 2.5.1. Pour tout entier n G Z, on dispose de la factorisation "K" : L^ b Qcoh (D l ^(T)) -> LA^q^Ti^ (T)). 
Démonstration. Soient n G Z fixé et 3^ 

*' G LD^ œh (D { f(T)). Quitte à remplacer par un objet isomorphe dans 
LZ^Q coh (î)^(r)), on peut supposer qu'il existe X G L tel que SFW G LD^(X*T>y\T)), pour tout entier m, SF^) G 
^coh(-^o j ^'™^ (-0) et te l l 116 ' P our tous w < I e morphisme canonique 

££ (m,)) (r) «fc w ,,« ? (m) -> 3™ (2.5.1.1) 

-L'y y* ) 

soit un isomorphisme. On pose gW := J£"(5K')), £(°) := J£"(3< )) et £<*> := A,*©^^)®- W o)), £ (0) . Ainsi, d'après 

T)rp (T) 

le lemme IZ 1.71 le A-*D^(r)-module £W est localement de présentation finie. On dispose du morphisme canonique 
jf7»(gr(0)) jc«(j(»)) qui induit par extension le morphisme fiW -> gW de M(A,*î)^ ) (r)). Comme les homomor- 
phismes î)^ m (T) Q -> D^ (m)) (r) Q sont plats, on vérifie que cette flèche devient un isomorphisme après application 
du foncteur Q ®% — . Pour tout entier m, £('") , g W sont des Dip ^ (r)-modules cohérents. Grâce au lemme |Z 1.1 01 il 
en résulte que £W — >■ gW est une ind-isogénie. On en déduit le résultat. □ 
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Lemme 2.5.2. On dispose du diagramme canonique commutatif 



d(v ( ;\t)) -^qKV)) ^D(^ Q (5W(r))) 



i.) M " '-2? ~f.i M " Mis 



M(2^(r)) ; ^q(?W)) , jjfoCiW)) 



I 

D(D$,(tr) 



Mp^tr^) = M(^ t y ( t r) Q ) M(P t 3> (tr), 

(2.5.2.1) 

t/onf la flèche horizontale du milieu du haut est la factorisation U \2.6\ dont les fondeurs verticaux du carré du milieu 
sont les factorisations canoniques (voir \1.4. 9.1\p our le cas des modules). 

Démonstration. Comme Q est plat sur Z et que le foncteur limite inductive sur le niveau est exact, les foncteurs 
verticaux des carrés de face sont exacts (pour celui de droite, cela découle de plus de |BP09, 2.3.4-5]). Cela implique 
que les carrés verticaux à droite, à gauche et du milieu sont commutatifs. De plus, comme le foncteur canonique 

M{Dy{T)) -> LAfc > (T)) est exact (e.g. voir DBP091 2.3.4]), le contour du grand rectangle du haut est commutatif. 

Comme LD^qÇD^) (T)) est une catégorie localisée de D(Dy (T)), la commutativité du carré de droite horizontal du 
haut en résulte. De la même façon, on vérifie que le carré verticale de droite du fond est commutatif. 

□ 

2.5.3. On déduit alors des lemmes|23j]et|232]que l'équivalence de catégories L§q(5^ (T)) ^ D b (LA^q^^ (T))) 
de |1.2.1 lTTI se factorise en le foncteur pleinement fidèle 

^.coh^Cn) ^^(Z^ Q (D«(r))). (2-5.3.1) 

Lemme 2.5.4. Les équivalences du lemme \T.2.10\ se factorisent en les équivalences de catégories quasi-inverses de la 
forme L^ QiC0h (&;\T)) ^^(D^r)) etK°: LLf^V^ (T)) - ^(^V)). 

Démonstration. Grâce au lemme [L2. 101 il suffit de vérifier que les foncteurs sont bien définis. Grâce au lemme l2T5.il 
on le sait déjà pour le foncteur Traitons à présent le cas du foncteur oubli. Soient X S L et £W un X*Dy\T)- 
module localement de présentation finie (comme d'habitude, grâce au lemme l2T2.2l il suffit de traiter ce cas). On pose 
gr(') := X*T>$[T) (gih m) £(°). On obtient alors que $W G LLf Qcoh (T)^ ] (T)) (avec la remarque E^l on vérifie 

que ce complexe est bien à cohomologie bornée). Soit n G Z\ {0}. Or, comme l'extension T>^ [Q) \t)q -> X*D { * ] (T)q 
est plate, on obtient -A -A 0. Comme ( K n (3 {m )) est un Œ)^ (m)) (r))-module cohérent pour 

tout m, on déduit de l2.1.10l que Jf"( J< m ) ) est ind-isogène à 0. En particulier, SFW e coh 0y {T)). Avec le lemme 
11.2.101 cela entraîne l'isomorphisme SK») -A Jt (jW) dans LL^ ^T)^ (T)). Comme ÎK^SFW) -A £(•), on en 

déduit £«eL§° )COh (5«(r)). □ 

Théorème 2.5.5. Le foncteur de \2.5.3.1\ induit les équivalences de catégories : 

^ coh 0;\T))^Dl h (L^ Q 0; ] (T))), L^ iCoh 0;\T)) ^D b coh (^ Q 0;\T))). (2.5.5.1) 

Démonstration. Comme D^fLA^ofPy (T))) — LA^oÇDy^ (T)), le lemme l2T5.4l nous permet de conclure que tel est 

le cas du premier foncteur. Traitons à présent l'essentielle surjectivité du second foncteur. Soit £ S D^ oh (LA^o('Dy' > (T))). 
Quitte à utiliser des triangles distingués de troncation et à procéder par récurrence sur le nombre d'espaces de co- 
homologie non nuls, avec llBGK+87l 1.2.18], par pleine fidélité de notre foncteur, on se ramène au cas où £ 6 
LA^o, CO h(Dy (T)), ce qui résulte encore du lemme \2.5. 41 

□ 



W 1 



lim 



lim 
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Remarques 2.5.6. Soit £ W 6L^^(5^ ) (7')).Ilrésulteduthéorème[2331 que le fait que £W GL§^ coh (5^ ) (7')) est 
local en P. 

Lemme 2.5.7. Notons D® oii (T)îp(^T)Q) la sous-catégorie pleine de D^ oh (T>îp(' ! T)Q) des complexes E tels que, pour 
tout entier n ^ 0, on ait JC"(£) = 0. 

1. SoitEW eLD^ coh (5^ ) (7 , )).La/>ro/>nW£W g^^^(^*\t)) équivmtàcelk^E^ £D^( r Dl > ^T) s$ ). 

2. On dispose du diagramme de fondeurs commutatif à équivalence canonique près 

lAfQ.coh^V)) ^^^y\ T )) -^L^QM^H T )) (2-5.7.1) 

Coh(D!p(tr) Q ) D0 oh (D3p(tr) Q ) _iL_ coh(2)t (tr) Q ), 

afonf toMi les fondeurs sont des équivalences de catégories. 

Démonstration. On déduit de 12.5.2. Il que l'on bénéficie pour tout n G Z du diagramme de foncteur commutatif à 
équivalence canonique près 

^oohC^Cr)) ^^Q.cohPÏ^r)) (2.5.7.2) 

dont les foncteurs verticaux sont des équivalences de catégories (voir 12.4.4.21 pour celle de droite). On en déduit 
la première assertion du lemme. La seconde assertion découle aussitôt de la première équivalence de catégories du 
théorème |2.5.5l □ 

3 Foncteur de localisation en dehors d'un diviseur 
3.1 Produits tensoriels, quasi-cohérence et foncteur oubli 

3.1.1. Pour tous £,?£/)- ( g D^ !) (T)) et M G D (5^ (T)% on pose : 

M,- := M®^ M)(r) 5«(T), Ei := D«(r) ®|„ (r) £, 

M§^ (m) £ : = Mnn (M, ®^ (m) £,•)• (3.1.1.1) 

y ; - 

3.1.2. Pour tous £« G D ( g! D$ (7)), MW G D (T>^ ] (r) d ), on pose 

M«l; i(tr)Q eW := (MW^£WU (3.1.2.1) 
Pour ? = ûf ou ? = g, on définit les bifoncteurs produits tensoriels 



-: D-CV ( ; ) (T))xD-( s 'D { ;\T))^D-CV { ;\T)), (3.1.2.2) 



en posant, pour tous £W g £>- ('5^(7)), GD"( g 5^ ) (7')) 



c(«)it çW - ff WS L qK m h „*, 
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que, pour tout m G Z, fij^ G Dq C (0/>) et le morphisme canonique £M — > *Dy (T)isk^ £^ soit un isomor- 
phismedeD b ( g B^ ) (r)). On bénéficie encore du foncteur« oubli partiel du diviseur »oub£>.7-: D^ c ( s Dy\T)) — ► 



Notations 3.1.3 (Quasi-cohérence et foncteur oubli partiel du diviseur). Soit DcTun second diviseur. 

• Soit £ M g û b ( g 5y ) (r)). Comme 2)^° (T) (resp. (r)) n'a pas de p-torsion, il résulte du théorème BBer02l 
3.2.2] de Berthelot que £ W est quasi-cohérent au sens de Berthelot comme objet de D b ( s 5^ ) (voir la définition 
IIBer02l 3.2.1]) si et seulement si £^ m) G £> b c (0/>) et le morphisme canonique fiW _> 5^(r)®î: w £ (m) 

(resp. £W — >. (r)®t/ m i £('")) est un isomorphisme. En particulier, cela ne dépend pas de T. En notant 

(r) 

D b c ( g Dy (r)), la sous-catégorie pleine de D b ( 8 î>[p (70) des complexes quasi-cohérents, on dispose alors du 
foncteur « oubli partiel du diviseur» ouboj*: D b c (*ï)p (T)) — ï D^ c ( g T) < Ç\D)) qui est une factorisation du 
foncteur oubli canonique oub Ar : D h ( s 'è { y ) (T)) -> D b ( s î)^" ) (£>)). 

• De manière analogue, on note D b c ( s ï)j^(r)) la sous-catégorie pleine de D h ( B Dy\T)) des complexes £W tels 

L 

T)$(T)). On bénéficie encore du foncteur « oubli partiel du diviseur » 

Z) b c ( g 5«(D)). 

• On note LDq qc (T)y\T j) la sous-catégorie strictement pleine de LDq(T>^ (T)) des complexes isomorphes 

dans LD^T» 1 ^ (T)) à un complexe appartenant D b c ( E D^(r)). Comme le foncteur oubo.T (du second point) 
envoie une lim-ind-isogénie sur une lim-ind-isogénie, on en déduit sa factorisation de la forme : 

oub Ar : W^(&;\T))^ltf Q ^@$\D)). (3.1.3.1) 

• On note encore oub/jj- : D b (D^ ( t T)q) — > D b (DÎp ( + D)q) le foncteur oubli partiel du diviseur. 

Remarques 3.1.4. Soit £W G D b ( 8 S^(T)). La propriété £W g D b c ( 8 B^(r)) équivaut à, pour tout m 6 Z, £( m ) G 

D b c ( g 5j ,) (7')). Ainsi, la caté gorie LDq qcC-^ï' '(-0) ci-dessus correspond à celle donnée par Berthelot dans BBer02| 
4.2.3]. ~* 

Le lemme qui suit est annoncé implicitement dans |Ber02|. Donnons-en tout de même une vérification. 
Lemme 3.1.5. Le bifoncteur \3.1.2.2\ se factorise en 

De plus, il préserve la quasi-cohérence des complexes à cohomologie bornée, Le. se factorise en le bifoncteur 

— ®Oy(tr)Q — ' l DqJ^ { '\t)) xLD b . qc ( g 5«(r)) ^ LD b ^«(r)), (3.1.5.2) 
de même en remplaçant Z) b c par LDq . 

Démonstration. Soient £ (,) eD~(Ê$(T)), 3^') G D~ (T)). Soient % G M, A, G L. Il existe alors un morphisme 

£> W ®a v ç T ) ^X*^ -> ( £(,) ®o J ,(tr) Q 3 " ( " ) ) (on résout ^ W P ar des 5^(r)-modules plats, on utilise qu'un 

(7* ) -module CP'*' est plat si et seulement si les 1)y{T) -module sont plats) induisant le diagramme canonique 
commutatif 

£(»)(V) + <£•(•) s- £(*W , JL*y*£FM 

t t 
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On en déduit la factorisation 



; 7 , - : d-(W;\t))xld q (^;Ht))^ld q c^;\t)). 



De même, on obtient la factorisation sur le premier facteur. Pour vérifier la factorisation par la catégorie des com- 
plexes quasi-cohérents, on utilise le théorème de Berthelot [Ber02 3.2.3] seulement valable pour les complexes à 
cohomologie bornée, ainsi que des propriétés qui précèdent (la préservation de la bornitude résulte de la régularité de 
P). 

□ 

3.2 Définition et propriétés dans le cas des complexes 

Soient m! > m > deux entiers, D' C D C T trois diviseurs (réduits) de P. On dispose alors des morphismes canoniques 
B^D') -> T>pf(D) -> sjT'^r) (voir la construction dans HBer96bl 4.2.3]). 

Lemme 3.2.1. 1. Le noyau de V épimorphisme canonique (D)<S>q v 'B^ 1 \t) — > Hj?\t) est un Gp-module 
quasi-cohérent. 

2. Le morphisme canonique &y\D)(Z^y'S>Ç \t) — > i B^'\d)(x)q t 'B^Ç \t) est un isomorphisme. 

Démonstration. Il suffit d'établir le lemme pour A-o = id. Comme le lemme est locale, on peut supposer T affine, 
intègre et qu'il existe / G Oy (resp. g G Oy) relevant une équation locale de T C P (resp D C P). Comme les di- 
viseurs sont réduits, / est un multiple de g modulo TtOy. Comme B ^ \t) ne dépend que de / modulo nQy (voir 
RBer96bl 4.2.3]), une fois g fixé, on peut choisir / égal à un multiple de g. Posons := Oy[X] /(/?'"' +> X -p) et 

Ey (s) '■= Oy[X}/(g l '"' +[ X -p).On dispose du morphisme canonique de la forme B^ (g) By 1 ' 3 (/) (voir ||Ber96bl 
4.2.1.(ii)]). 

1) Prouvons d'abord que, pour tout j < -1, W(B^ 3 (g) ®^ B^C/D) = 0. 

On dispose de la suite exacte courte — > y [X] — > j> [X] — >• B^ 11 ' (g) — > 0. Comme cette suite exacte donne 

une résolution canonique de By (g) par des Oy-modules plats, en appliquant le foncteur — <g>g _ B™ 1 ' (/) à cette suite 

exacte, on constate qu'il s'agit alors d'établir que g p n'est pas un diviseur de zéro de B { ™' ] (/). Comme (/) est 
intègre (voir [Ber96b 4.3.3]), on conclut. 

2) En notant abusivement - J? l+l la classe de X dans (g) et encore J? +i son image dans B^ ' (/), on obtient le 

diagramme canonique de morphismes B^ ' (/)-linéaires : 

o v [x]^ ^'\f) ^ +lx -rt®1 7 [x}® 09 V<Ç\f) ^^\g)® 0y ^\f) -0 



_p 



rt;\ f )[x] 1 . b^(/)[x] Hy'\f) o, 

dont les suites horizontales forment des suites exactes et dont le carré, ayant pour flèches horizontales les morphismes 

de _b!tT ' (/)-algèbres induit par respectivement X h4 (g) 1 etln> —fer, est commutatif. On en déduit que le 

g P ^ g p 

noyau, noté No, de la surjection canonique B^(g) ® 0j) B^" \ f) — > B,jT est annulé par ® 1 et donc par 
p. Comme B^ (/) est sans ^-torsion, comme B^f 5 (D) <g> 0i ,, B^ (T) V/V+ 1 V ® v B^ (g) ® Oo > ®y ' 5 (/)> on en 
déduit la suite exacte courte ->- N ->■ B^ 5 (D) <g> 0p . B^ (T) -> B^ (T) — >• 0. Pour z = 0, cela entraîne que N est un 
0/>-module quasi-cohérent. D'après HBer02l 3.2.1.b)], il en résulte que No G D^ c (Qy). En passant à la limite projectif, 
on obtient de plus la suite exacte : -> N ->■ B^" ) (Z))ê 0;p B^ /) (r) ->■ B^' } (r) -> 0. Comme B^'^T) est sans 
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p-torsion et séparé complet, alors 23^" '(T) g D qc (0;p). Il en est donc de même de 23y , ' ) (,D)<g)o, p 23y I \t). D'après 



appliquant le foncteur 0/> ; ®q — au diagramme 



HH1Ô21 3.2.2], îW(0)§^S^(r) €^(0,) et fl ®^ (S^(D)g^S^ '(r)) ^> 23«(Z)) SW(T). 
Il reste à établir l'isomorphisme canonique Pl (% ( y\D)® 0y % { ™' ] (T)) Hp^ (D) (g>^ p T> P f(T). Or, en 
a — au diagramme 

-Ko ^\g) ®o 7 <>(/) <'\f) 



on obtient Op. ®^ (%$ ) (g)®o r %%f ) (f)) ^ O^Oj, 'C )®»?®? ^C 7 ))- Enfin, d'après l'étape 1), on ob- 
tient O^gfc, (îW (g) ® ,BÏ°CO) ^> (Oi»®fe, « «fe))®^ (0 Pi ^^W(/))^sW(D)®^4f ) (r). 



□ 



Proposition 3.2.2. Les morphismes canoniques 23^," ; (r) 23^" J (D)® -(,,,) 23^'' (r) -> 23^" ; S? ' (T) - 

23^T '(T) sont des isogénies. 

Démonstration. D'après le lemme [3~.2.1l le morphisme canonique 

2£°(I0®o,®tV) ^yV) est une iso- 
génie. Comme le foncteur ®y (D)®g(m)^— envoie une isogénie sur une isogénie, il en est donc de même du 

morphisme induit ^\D)®\ {m ) (Dl) {^\D')®\ l Jè { ^ ) {T)) -> S^ ) (D)§~w (fl , ) S| p n ' ) (r). Comme la composition 

Sy î ^(D)®o ;p B^(7')) B^(Z))â~(m)j ,^(S^(D')(§Q T Sy î '' > (r)) —s- (.0)0-^)^23^ (r) — j> 23^ (r) est 
égal au morphisme canonique de la forme apparaissant dans le lemme l3T2.il ce composé est donc une isogénie. Il en 
résulte que le morphisme canonique 23y (D)® g (m) ^23 y (T) — > 23^," \t) est une isogénie. De même (on enlève 

les L) on vérifie que le morphisme canonique 23^(D)®~( m ) , "B^\t) — ï "B^\t) est une isogénie. Comme le 

Hy (D ) 

composé des deux morphismes canoniques 23^' \t) — > 23^ (D)®g(m) ^23 y 1 \t) —t 23^," \t) est l'identité, il en 
résulte que le premier morphisme est aussi une isogénie. □ 

Remarques 3.2.3. Les foncteurs de la forme 23 p™ \t) ®q — sont de dimension cohomologique égale à 1. En effet, 
comme cela est locale, on peut supposer 7 affine, intègre et qu'il existe / e Oj relevant une équation locale T C P. Il 
suffit alors de considérer la suite exacte courte — > 0/>, [X] — > Op f [X] — > 23p. (T) — > où / est la réduction de 

f X-p 

f modulo k' +1 , qui donne une résolution canonique à la longueur souhaitée de 23p ! ^ (T) par des Op-modules plats. Le 
foncteur 23 (7 , )<8'o, J) — est way-out (avec une amplitude qui ne dépend pas de m') sur Dq(23 y"' (D)). 

Conformément aux notations de flBer02| , notons Dq qc (23^ (D)) la localisation de la catégorie D qc (23^ î ' 1 (D)) par 

, qcV ^;p y^, j, ^ xL^hisme canonique 23 y î '(7')ê~ w ^ £( m ) ->■ 23^ 
est un isomorphisme. En effet, on dispose dans Dq qc (23y l ' (7*)) des isomorphismes 



les isogénies. Pour tout & l) e D Q (23^ } (L>)), le morphisme canonique $ { ™'\T)é%( m) -> 23,^"' ) (r)®o £W 



3£V)% (I)) £ H^(^"V)ê l 0ï ^ ra) (/)))ê^, (D) ^ ^V)®^ £«. 

On en déduit que le foncteur 23 ^(T)® ~(m)^ — est way-out (avec une amplitude indépendante de m') sur Dq ^(23^ (D)) 
et en particulier on obtient la factorisation 23^ CO®~(m) (D) - : 0^^(23^ (D)) -> D^ qc (23^ {T)). 
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3.2.4. Pour tout fiW e D~ ( g T>^' (D)), comme pour [Car06 , 1.1.8] (i.e. il est inutile de localiser pour obtenir la com- 
mutativité du diagramme ci-dessous), on bénéficie du diagramme commutatif dans D ( g 2)y (T)) : 



(^CO^w Z {m) )>ne® ^ O^tDçè^^/W (3.2.4.1) 



1 



Comme pour |3.1.5l on obtient avec la remarque |3.2.3| la factorisation de ce foncteur : 

?T,D) := VlCT) Q ^ mQ ~: ^(fWJ^^P^r)), (3-2.4.2) 

qui reste encore valable avec Dq C à la place de L_Z)q qc - On écrit aussi £W( t D, r) := (ïT, £>)(£(*)). Ce foncteur ( + 7\L>) 
est le foncteur extension (du diviseur de D à T). On dit aussi que Ç'T, D) est le foncteur de localisation en dehors de 
T. Lorsque D — où plus généralement lorsqu'il n'y a aucune confusion à craindre sur D, on omet de l'indiquer. On 
note de manière analogue pour les complexes cohérents : 

CT,D) := D^rfo®^ (t|))Q -: ^(^(^q) -> D^^^Dq). (3-2-4.3) 

Proposition 3.2.5. Soif £W gD^î^r)). 

7. Le morphisme canonique fonctoriel en £M : 

( + r,D)ooub£,.7-(£ w ) £ (,) , (3.2.5.1) 

esf «n isomorphisme de Dq C (Dy (7')), 

2. Le morphisme canonique fonctoriel en £(*) ; 

oub A r(£ W ) ^oub OT o^T.D) ooub D , r (£ w ) (3.2.5.2) 

esf mh isomorphisme de Dq C (Dy (Z))). 

5. Les fondeurs oub OT : D^D^r)) ->• D^D^Z))) ef oub OT : ZZ^, ^(5^(7)) ->• ZL)^ ^(^^(Z))) son? 
/?Ze/newenf^zc/èZei. 

Démonstration. Avec les notations 13. 2.4. Il on dispose des isomorphismes canoniques : 

y v ; ^ y v ; 23<;'(£>) y v 7 Bip (r) y v ; sW(r) 

est un isomorphisme. Cette composition est le morphisme canonique (^T, D) ooubo j (£(*') — > £W qui est donc un iso- 
morphisme. Il en résulte l'isomorphisme canonique ouboj ° CT,D) ooubo.r (£(*') ouboj- (£(*') de D~(Dy\D)) 

(et donc de LD^ qc (T)^}(D))). Comme le composé oubr,o(£ W ) oub D , r o ( f T,D) ooub A r(£ (,) ) -A- oub D ,r(£ (,) ) 
est l'identité, on en déduit que le morphisme canonique 13.2.5.21 est un isomorphisme. La pleine fidélité de oubo.T 
découle des deux premières assertions. □ 

Corollaire 3.2.6. Soit £M e D^ C (5^(Z))). Le morç?/i isme canonique fonctoriel en fiM : 

( t r,D')ooub û , D (£W)^(t 7 - ) D )( £ W) (3.2.6.1) 

esî isomorphisme de Dq C (CDy (T)). 
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Démonstration. D'après l3.2.5.1l on bénéficie de l'isomorphisme canonique D')ooub D / , D (£W) £ (,) . En lui 
appliquant le foncteur (JT, D), l'isomorphisme (JT, D') — > ('T, D) o (^D, D') nous permet alors de conclure. □ 

Après avoir traiter le cas d'un diviseur inclus dans un autre, terminons cette section par considérer le cas de deux 
diviseurs dont les composantes irréductibles sont distinctes. 

Lemme 3.2.7. Soient T, T' deux diviseurs de P dont les composantes irréductibles sont distinctes, il" / 'ouvert de CP 
complémentaire de T U T 1 . 

1. Pour tout i G N, le morphisme canonique 23^ (r) ®g 23p™ (T') — > ^^(T) (g)g p 23^'™' (T 1 ) est un isomor- 
phisme. 

2. Le morphisme canonique 23^ (J) (2)0^23^(7"') — > 23^,"' (r)(X)o ;p 23y™'(r') est un isomorphisme et la Qy-algèbre 
23 jT' (T)®o v l By"\T r ) est sans p-torsion. 

3. Le morphisme canonique de Qy-algèbres r B < Ç\T)®Q y r B^\T') — ï y*Q|t« est un monomorphisme. 

4. Soient %, X: N — > N définis respectivement pour tout entier m G N en posant %(m) := p p ~ l et X(m) :— m + 
1. On dispose des monomorphisme s canoniques de la forme 0^*) : r B^\T)<S>Or P r By\T / ) — > {T UT') et 

pW; B^(ruT') ^ A,*x*(S^ ) (r)â .j,5^ ) (r / )) refo^ue A,*x*(« (,) )opW ef p«oocW «m* /es morphismes 
canoniques. 

Démonstration. Il ne coûte pas cher de supposer A,o = id. Comme les assertions sont locales, on peut supposer CP 
affine, intègre et qu'il existe f\,...,f r G Oy (resp. /{,... ,/'/ G Oy) relevant une équation locale des composantes 

irréductibles de T G P (resp T' G P). Notons / := U r s =i fi et /' := U'Lif!- ° n dispose alors des égalités T>y\T) 

Oy{X}/(fP'" +[ X-p)et'B { ' } (T / ) Oy{X / }/((/ / ) p '" + 'x'-p),oùonapris soin de distinguer les variables X et X' . 

1) Il s'agit d'établir que, pour tout ; < -1, \t) 23^(7")) = 0. 

On dispose de la suite exacte courte — > 0/>, [X] — ► 0/>, [X] — > 23n"' (T) — > où / est la réduction de / modulo 

f x-p 

K ,+ 1 . Comme cette suite exacte donne une résolution canonique de 23^ (T) par des 0/> ( -modules plats, en appliquant le 
foncteur — ®o p . "Bp (T') à cette suite exacte, on constate qu'il s'agit alors d'établir que l'image de/dansflj, m) (r') est 
non nul et n'est pas un diviseur de zéro. Comme B^ 1 ' (T 1 ) est sans-p-torsion (voir ||Ber96bl 4.3.3]), on se ramène au cas 
i = 0. On a alors B { p l) (T 1 ) P [X'}/ (f P "' + ' X') où f est la réduction de /' modulo %. Soient P(X'),Q(X') G Op[X'] 
tels que / • P(X ) = (/' X') ■ Q(X'). Comme les composantes irréductibles de T et T' sont distinctes, il en résulte 

que f' 1 X' divise P(X'). D'où le résultat. 

2) En appliquant le foncteur Rlim aux isomorphismes canoniques de 1), via Mittag-Leffler, on obtient l'isomor- 

phisme de 2) voulu. De plus, d'après IBer02l 3.2.2], % y n] (T)®Q y 23^ (T') G D b qc (Oy) et Jfcig^ Oè^ (T)®^^ (7")) 
23^" ) (T) ®\ jp T> [ p l) {T'). Il en résulte d'après 1) et l'isomorphisme de 2) que 'X~ l {k®\ (23 ^ (T^o^P (T'))) ^ 0. 

3) Il suffit de reprendre le fil de la preuve de IIBer96bl 4.3.3.(ii)] : notons B := B$ (r)§ , J> B.^ ) (T'). Comme B est 
sans p-torsion, il est aussi aussi sans /-torsion et s'injecte donc Bf. Notons H l'ouvert de CP complémentaire de T. On 
obtient: (Bff-^ Ouêo^B 1 ^ (T') B$ (T' C\U) C (cette dernière inclusion est ||Ber96b| 4.3.3.(ii)]). Il suffit 
donc de prouver que B f est /?-adiquement séparé. On note encore X, l'image de X dans B. Comme X est un diviseur de 
p, il suffit d'établir que Bf est X-adiquement séparé. Soient b,x G Bf tels que (1 — bX)x = 0. Il s'agit de prouver que 
x = 0. Quitte à multiplier par une puissance de / assez grande, on peut supposer b,x G B et qu'il existe s G N assez grand 
tel que {f-bX)x = 0. Ov,B/XB^ Oy/pOy® ? Oy{X'}/((fY" +1 X' - p) -A- (Oy/pOy)[X']/(f"'" +l X') ^ 



30 



B { p\T). Comme 1' image de f s dans B™ (T') est non nul et n'est pas un diviseur de zéro (voir l'étape 1), on en déduit 
que l'égalité (f s — bX)x = implique que x G XB. Par itération du raisonnement, on obtient x G P\ n( zmX' B. Il existe 
donc c G B tel que (1 — cX)x = 0. 

Or, B/pB — ► Bf>(T')[X]/(f p X). La relation (l-cX)x = dans B induit dans B/pB l'égalité (1 -cX)x = 0. 

Soient c(X), x(X) des éléments de B p (T )[X] induisant modulo / X les éléments c, x. Ainsi, (1 — c(X)X)x(X) = 

J p "' +l XQ{X), avec Q(X) G B^ (T')[X]. Il en résulte qu'il existe R(X) G B^' !) (r')[X] tel que x(X) =XR(X). D'où 

(1 — c(X)X)/?(X) = / Q(X), ce qui entraîne que / divise R(X). Ainsi, on a vérifie que x = 0, i.e. x G pB. 
Comme B est sans p-torsion, en réitérant le procédé on obtient x G n ne ^p"B = {0}, ce qu'il fallait démontrer. 

4) La définition du morphisme a'"'' est triviale. Le fait que cela soit un monomorphisme résulte aussitôt de 
3. De plus, on note 7M : O v [X] (S^ î+1) (r)§ 0j .5^ I+1) (r'))Q le morphisme de Oy-algèbres défini en posant 
yM(X) := 1(— ^g — ^ ), Soient n e N, g e N, r e N tels que < r < /> et n = pq + r. On calcule *f m \X n ) = 

yij^TT® {f y»+i Y (p P ~ 2 (j^+t® (//) pm+2 )^) ■ Le morphisme p P- 1 ^"') se factorise alors canoniquement en le mor- 
phisme de la forme P'" 7 ' voulu. 

□ 

Proposition 3.2.8. Soient T',T deux diviseurs de P. Pour tout fiW G LL^Q qc (Dy^), on dispose de V isomorphisme 
{ÎT / )o(tT){£.W)^(T'uT)(£,('ï)fonctorielenT, T', £«. 

Démonstration. Soient T\,T2,T" des diviseurs dont les composantes irréductibles sont distinctes deux à deux et tels 
que T = Ti U T" et T 1 = T 2 U 7"'. Par associativité du produit tensoriel, il résulte de l3~2~7l que ( + r') o ( t r)(£<*)) 
( t r 2 ) o (T") o (tr") o ( t r 1 )(£(')). Grâce à 031 on obtient o (T"). Avec encore ET7] comme 

r U T' = 7j U T" U r 2 , on en déduit le résultat. □ 

3.3 Définition et propriétés dans le cas des modules 

Soit T 1 D T un second diviseur de P. 

3.3.1. Soit £W G M(T)^\t)). On définit le foncteur extension du diviseur pT',T)°: M(T>$(T)) -> M(T>^\t')) 
en posant $T' , r)°(£(*') := T)$(T')®~ W On dit que fiW est «faiblement quasi-cohérent » si le morphisme 

canonique fiW — > (^T,T)° (£^) est un isomorphisme. Il est clair que si on a en plus £W g D qc (Dy (T)), alors fiW 
est faiblement quasi-cohérent (par contre, la réciproque est fausse). On note Mf qc (I)!p (T)), la sous-catégorie pleine 
de M(Dy)(T)) des modules faiblement quasi-cohérents. 

3.3.2. Comme la faible quasi-cohérence est une notion indépendante du choix des diviseurs, le foncteur oubli se facto- 
rise en un foncteur de la forme oub^r : M fqc (î)|p* ) (r')) ->M fqc (î)| p * ) (r)). La factorisation ÇT',!) : M fqc (ï>£ ) (7')) -> 
Affqc(f y (^0) est encore plus évidente. Comme pour l3.2.51 (i.e.. il suffit d'enlever les « L » dans la preuve) , on déduit 



de l3.2.2l que. pour tout £'W G Mfq C (T)y\T')), les morphismes canoniques fonctoriels en £'W 



oub TJI (E' l ' ) ) -> oub rT / o (t r' , T)° o oub rr (£ /(,) ) , 

( t r',r)°ooub 7 -. r (£'W) -> e'W (3.3.2.1) 

sont des isomorphismes. Le foncteur oub^ ^/ : Mf qc (Dy'(r')) — > Mf qc (2)y'(r)) est donc pleinement fidèle. 
3.3.3. Comme pour |3. 1.5.11 on vérifie que le foncteur (?T', T)° se factorise en 

CT',T)°: UÇ Q p>$(T)) ^Z^q(5«(7")). (3.3.3.1) 
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Le foncteur oubli canonique M(D^ ) (r')) ->MÇD$(T)) se factorise en le foncteur noté 

oub TJ ,: L^ Q (V { ; ] {T')) -^^(îSp'V)). (3.3.3.2) 

Il semble faux que le foncteur \3 . 3 . 3 . 21 soit pleinement fidèle sans hypothèse de finitude. Néanmoins, nous verrons que 
tel est le cas pour les modules cohérents à lim-ind-isogénie près (voir l3.4.5.1l ). 

3.4 Théorème de type A 

3.4.1. Supposons CP affine. 

• On dispose du foncteur section globale TÇP, -) : M(V$ (r)) -4 M(D$ (T)) défini en posant TÇP, fiW) :=F>), 
où £W -> E( m+1 ) est l'image par le foncteur -) de la flèche £M -> £( m+1 ). Comme le foncteur r(3\ -) 
commute canoniquement au foncteur %*, le foncteur T(7, — ) transforme les ind-isogénies en ind-isogénies. Il 
induit donc le foncteur r(3>,-): ^(^(T)) Mq^^T)). De même, comme T(7, — ) envoie une lim- 
ind-isogénie sur une lim-ind-isogénie, on obtient la factorisation r(3>, -) : LM q {T> ( ' ] {T)) -4 LMq(D^\t)). 



On dispose du foncteur ®~ w - : Af(5^(r)) -^Af(5^(r)). On vérifie de même que l'on obtient 



la factorisation Ê^r) ® 5 (.) (T) - : I%q(D$(J)) -y L^Q(5^(r)) 
Lemme 3.4.2. Donnons-nous X £ L, T' D T un second diviseur. 



Pour tout \*Dy) (T)-module £W, les morphismes canoniques Dj (7') ® ;?,(•), £^* 3 — ► A,*Dy (7"') (g) ~(.) 
£ w er£^ 3 (r')§^(.), r ,£ (,) -^■A, 3l, 5& ) (r')®.,^(.),_,£ w rare? ftea isomorphismes de ZJfc(îfc 3 (?"))■ 

Powr X*D$ (T)-module les morphismes canoniques Dm (T) &-(•), — >. A-*Dm (T*) (g) ~(.) 

Z)rp (T") A.*Z)rp (7'} 

F<*' ef Ë^r)®^.) F W -» A.*5^(r)ê ~ ( .) FW sont des isomorphismes de LMq(Ë$ (T)). 

Drp (T) A Dtp [T) r 



dans le diagramme canonique commutatif 



Démonstration. On dispose de la factorisation X*T)y(T') <g> .„ = (.), >£ w -> A,* DV(r') ®~ w £ ( *> s'inscrivant 



r ,. i 

et de même en remplaçant « <E> » par « (g) ». On en déduit la première assertion. On procède de manière analogue pour 
la seconde. □ 

Lemme 3.4.3. Soit T' D T un second diviseur. 

1. Le foncteur (' T',T)° se factorise en 

Ct',T)°: ^(D^r)) ^^Q^S'irO). (3.4.3.1) 

2. Pour tout £ w eWQcohÇDjp^T')), le morphisme canonique vty (T') <&-(.) £ w -> ,£ W esî 
m« isomorphisme de 4MQ,coh(-D[p CO)- 
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3. Supposons que 7 soit affine. Pour tout FW g LMq, C0 ^(Dy, (T)), le morphisme canonique T>1 [T) 

? ' ' Dy (T) 

p{") 2)W (T)<&~(.) g^f a/ori m« isomorphisme de LMtQ co h(T)y\T)). 

Démonstration. D'après le lemme I2A5I pour vérifier la préservation de la cohérence, on peut supposer qu'il existe 
mo,noëN tels que £W (resp. FW) soit un 2)y +m °^(r)-module localement de présentation finie (resp. un D% + (T)- 
module de présentation finie). On obtient ainsi les égalités (à isomorphisme canonique près) :£(•) = Dy +m °\T) ® ~( mo ) 

£(«o) et F(') = D { y +no) (T) ® 5 (n ) (r) F("o), Le lemme |3Â2l nous permet de conclure. □ 

Proposition 3.4.4. Supposons V affine. On dispose alors des factorisations canoniques r(CP, — ) : LA^q co t,(D^ (T)) — > 

L^ o.cohiDj) (T)) et D^) (T) ®gW^ ~ '■ ^fo .coh (Py C^)) — ^- LA^ o.cohf^py (F)) induisent des équivalences quasi- 
inverses de catégories. 

Démonstration. On procède de manière analogue à la preuve du lemme 13.4.31 en utilisant en plus les théorèmes de 
type A du deuxième point de la remarque |2.1.9l □ 

3.4.5. On dispose du diagramme canonique 

\( 1 T',T)° {C'T'X) \( f T',T)° 

loub rr / |oub r7 ./ |oub rr ; 

commutatif à isomorphisme canoniques près. En effet, il suffit de reprendre les arguments de la preuve du lemme 
I2.5.4I Comme le foncteur oubli oub r T i du milieu est pleinement fidèle (voir l3.2.5l l. on en déduit qu'il en est de même 

3.5 Un critère de stabilité de la cohérence par localisation en dehors d'un diviseur 

Théorème 3.5.1. Soient T' D T un diviseur, fiW GLO^ )Coh (5^ ) (7')) et £ :=lim£ (,) G D^ oh (fy CT)q). On suppose 
de plus que le morphisme £ — ('T', T)(E) est un isomorphisme dans D^fôy^T)®). Le morphisme canonique fiW — >• 
(^F', r)(£(*)) esf a/ors m« isomorphisme dans LDJq ^(©^(T 1 )). 

Démonstration. 0) (9n se ramène au cas où £M G ZJWQ co h(2)y''(r)). 

Pour tout entier n € Z, d'après le lemme |Z5. Il on a !K n (E^) E L^Q tCO h(D^ (T)). De plus, d'après le corollaire 

11.2.121 le morphisme canonique (]) : fiW — > (^F', F) (£(*') est un isomorphisme dans LD ^Dy^ (T)), si et seulement si, 

pour tout entier n e Z, le morphisme J£" (ty) : M"(£ (,) ) -> 5{"(( t r',r)(£W)) est un isomorphisme deIAfq(py (F)). 

Notons \|/„: ( f r', 7 , )°(J{"(£(* ) )) ->■ ?C' ! (( t F',r)(£W)) l'unique morphisme de LMq jCoh (T) { y' \t')) factorisant cano- 
niquement !K" ((()). 

a) Vérifions que \|/„ est un isomorphisme. Comme le foncteur lim est pleinement fidèle sur LA^p xo h(Py (T')), il 
suffit de prouver que lim (\|/„) est un isomorphisme. Or, comme le foncteur lim commute canoniquement à J{" à iso- 
morphisme canonique près (voir le diagramme l2.5.7.2T i. on obtient que lim (\|/„) est canoniquement isomorphe au mor- 
phisme canonique ( + 7", T)(% n £) -> J{"(( + 7", T)(£)). Comme le foncteur ^T', T) : D h coh {VyCT)®) -> D^V^T')®) 
est exact, le morphisme ('T', T)ÇK"£) — > 9i n (('T' ,T )(£.)) est donc un isomorphisme. D'où le résultat. 
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b) Si le théorème est vérifié pour ZJ\| Q , coh (î)^ ) (T)), alors le morphisme canonique 'M" (£ W ) -> (tj', F) ( J£" (£ W )) 
est un isomorphisme. Comme en le composant avec \|/„ on obtient 3~C" (0), il en résulte la réduction demandée. 

1) Grâce au lemme |2A51 on peut supposer qu'il existe mq > assez grand tel que £W soit un T>^ (r)-module 
localement de présentation finie. Comme le théorème est local (voir l 1.3.2t . on peut alors supposer CP affine. Posons 
£(•) = T{y, £W), SFW := ( t r / , r)°(£W), FW = r(T, jW), Vérifions dans cette étape 1) que le morphisme canonique 
FW _>./?(•) est un isomorphisme dans LA|Q(Z)y'(r)), i.e., est une lim-ind-isogénie (de M(Dp +m °' (r))). 

a) Soient F := lim,„F( m ) et 2\K m ) le noyau du morphisme canonique £W — > F. On déduit des théorèmes de type 
A (voir par exemple le deuxième point de la remarque 12. 1.91 ) que, pour tout entier m £ N, £W est un D^ 1+m °\T)- 
module de type fini. Par noethérianité de £)^ ,+m °' (7), le Z)y ,+ '" ' (r)-module est alors aussi de type fini. On en 
déduit qu'il existe X(m) > m tel que FW -> F^'" 1 ' se factorise par FW /JV"( m > -> F À ( m ). On peut choisir A.: N -> N 
tel que A. G F On en déduit que 2?W — > FW/M*' est en particulier une lim-ind-isogénie. Quitte à remplacer 2? M 
par 2?W/JVW, on peut donc supposer que les morphismes de transition F^"' — » £'(" î + 1 ) sont injectifs. De même, en 
utilisant |Ber96b, 3.4.4], on se ramène au cas où les E^ m ' sont de plus sans p-torsion. 

De même, posons F := lim,„F'"^ et, pour tout entier m > 0, soient G'" 1 ' le quotient de par le noyau du 

morphisme canonique F^'"' — » Fq. Ainsi, les morphismes de transition G'" 1 ' — > G^ m+1 ' sont injectifs et les G^ m ' sont des 
£)(™+ m o) ^'^.moduies de type fini sans p-torsion. Comme, pour les raisons analogues à ci-dessus, la flèche canonique 
FM -). gW est une lim-ind-isogénie (de M(Z)|p* +mo) (7")) et donc de M(L>£ +m °' (r))), on se ramène à établir que le 

morphisme canonique 2?W — > gW est une lim-ind-isogénie de M(Dy + " 10 ' (T)). 

b) Comme le foncteur r(î > , — ) commute aux limites inductives filtrantes et au foncteur — ®i Q, le fait que le 
morphisme canonique lim fiW — >. Hrn 3^'*' soit un isomorphisme entraîne que le morphisme canonique Fq — > Fq est 
un isomorphisme. 

c) Les F-espaces Fq"' et G^' sont munis d'une structure canoniques de F-espaces de Banach induites respec- 
tivement par leur structure de + "*' (F)Q-module de type fini et de Dm +m ° (F')Q-module de type fini. Pour ces 

( îïl ) f i n S 

topologies, les morphismes canoniques Fq — > Gq sont des morphismes continus de F-espaces de Banach. Notons 
W : = lim m Gq muni de la topologie limite inductive de F-espace localement convexe. Notons i m : Fq — > W le com- 
posé Fq 1 ' — > Gq 1 ' — > W. Alors i m est continu pour les topologies décrites ci-dessus. De plus, comme d'après la partie 
b) on a Fq Fq, on en déduit que le morphisme Fq — > W est bijectif. Comme Fq — > Fq est injectif, il en est alors 
de même de i m . De plus, on a l'égalité d'ensembles W = U m6 Nï m (FQ ). D'après HSch021 8.9], pour tout entier m, il 
en résulte qu'il existe X(m) > m et un morphisme continu pW ; Gq 1 ' — > Fq"'™" tel que en le composant avec i'x,( m ) 
on obtienne le morphisme canonique continue Gq 1 ' — » W. On choisit un tel X(m) > m le plus petit possible. Comme 
i\(m) est injective, une telle factorisation P'™' du morphisme canonique Gq 1 ' — > W est unique. On vérifie de même 
que les morphismes p'" 1 ' sont compatibles aux morphismes de transition, i.e. que l'on obtient en fait le morphisme de 
©îp ,+mo '(r) Q -modules pW : cg' l*E$. 

Comme la famille (p"G^) ne fi forme une base de voisinage de 0, comme F^W est un ouvert de Eq \ (on se 
rappelle que E^ m >' et G^ m ' sont sans /^-torsion), le fait que pW soit continue implique alors qu'il existe %(m) g N 
assez grand tel que pW( p zWG( m )) c F^" 1 ». On peut choisir les %(m) tels que l'application )[: N^N induite soit 
croissante. Notons yW le composé de pM : Gq' — > X*Eq avec le morphisme canonique X*Eq — > %*X*Eq \ D'après 
ce que l'on vient de voir, yM se factorise alors (de manière unique) en le morphisme de la forme : G'*' — >• %*X*E^'\ 
Notons /W : 2? M —ï G^*' le morphisme canonique. Comme pour tout m S N, les morphismes canoniques F^'"' — > W 
et G^" 1 ' — > W sont injectifs, on calcule que o/W et X*A* (/'■*') °^'*' sont les morphismes canoniques. 

2) On déduit de l'étape 1 que le morphisme canonique ï>y + '"°'(r)(g)~(. +mo ) fW — > Dy + " 10 '(r)(8)~(. +mo ) 



est une lim-ind-isogénie de M(D,p + '"°'(r)). 
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3) Vérifions à présent que le morphisme canonique î>y +m °' ) (r)®~(. +mo ) F^ — » X>y +m °^ (r')(E)~(»+m ) , ; F^ est 

un isomorphisme de M{T> ( ' +mo) (T)). 

Par quasi-cohérence des faisceaux Dp l \T) et T>^! 1 \t'), le morphisme canonique ©^(T') <8>j=(m), .D^ÇT') — > 

^/-j est un isomorphisme. On en déduit que le morphisme canonique î'p" 1 -' (T) ®~( m ) ^ ^) — > (T') <8>~( m ) ^ T ,^ 

Fi est un isomorphisme. En passant à la limite projective, on en déduit le résultat. 

4) Il résulte des étapes 2) et 3) que le morphisme canonique Dy +m °' (7')(g)~(. +mo ) ^ T -E^ — > + '" ' (T')®-^^)^^^ 

est une lim-ind-isogénie de M(D^ +m °' (T)). Il découle alors de la deuxième partie du lemme [3~4.3l (et aussi du lemme 
13.4.2b que le morphisme du haut du diagramme canonique commutatif : 

£(•) ^ 

est une lim-ind-isogénie de M(Dy + (T))- Or, on déduit des théorèmes de type A du deuxième point de la remarque 
|2.1.9| que les morphismes verticaux sont des isomorphismes de M(2}y + "'"' {T))- D'où le théorème. □ 

Corollaire 3.5.2. Soient T' D T un diviseur, £'« G i§Q, co h(î ) |p > ( r ')) et £' : = lim£' (,) € ^cohC^C 7 ^)- Si £' G 
^(^(^o). alors £'« € ^^(^«(r)). 

Démonstration. Comme £' G D^ oh (DJ p ( t r) Q ), il existe £ w G L^^ coh (D^(T)) et un isomorphisme T> f rp( f T)q- 
linéaire de la forme £' — — > lim£'*'. Or, comme le morphisme canonique (^T',r)(£') — >■ £' est un morphisme de 
^coh^y^^'W es * un isomorphisme en dehors de T', il en résulte d'après [Ber96b, 4.3.12] que celui-ci est un 
isomorphisme. On en déduit que le morphisme canonique £' — > (^T 1 , T)(E') de D b (Dlp (^T')q) est un isomorphisme. 
En appliquant le théorème |3.5.1| à £'*', on en déduit que le morphisme canonique £W — » ( r T', r)(£W) est alors un 
isomorphisme dans LD^ fioh 0^ (T)). Comme ( t T',7')(£W), £'« g ^^(5^(7")) et comme 

nm ( t r',r)(£( , >) (tr',r)(^ £ w ) ( f r',r)(£') £' -A- Um £'«, 

par pleine fidélité du foncteurlim sur LD^ ^Ï)^ (T')) on obtient que ( + r',r)(£W) JI» £'(•). □ 
Corollaire 3.5.3. On a 2^(7) G L^Q iCO h(B ^) nU^ Q , coh (T> { ^ {T)). 

Démonstration. On sait déjà que H^)(T) G jjjfccohffiy 3 Or, Berthelot a vérifié dans IIBer96al que Q$>(?T)q = 
lirnSy' (T) est un 2) jj, ^-module cohérent. On conclut grâce au lemme [3T5.2l □ 

Corollaire 3.5.4. So/enf T'DTun diviseur, £ G D^ h (D3 p ( t r) Q ) H-D^ (D^T^q). Soient £W G ^^(^(r)) 
ef G LZ)q ^(©^(r')) feZs gt/e l'on ait les isomorphismes DÎp(' T)(Q-linéaires de la forme hrn£W — > £ et 
H^£'W -A- £. AZors £« £'(•) rf flni u^ Q coh (5^ 3 (T)). 

Démonstration. Cela découle de !3.5.2l et de la pleine fidélité du foncteur liin sur LZ^q cohi^v (-0)- ^ 



35 



Notations 3.5.5. Soient Q un V-schéma formel lisse, U un diviseur de Q et : LZ^ qc (î>y (r)) -> LZ^ qc (5g (t/)) 
un foncteur. On en déduit un foncteur Coh r ((j)W) : D^ÇDÎp^ T)q) ->• D b (Dg( t f/)Q) en posant Coh r (<|)M) :=l_imo 
o (limy) -1 , où (lim)^ 1 désigne un foncteur quasi-inverse de l'équivalence de catégories de 

~ r .N 12.5.5.11 , 12.4.4.31 , . . 

lim:LZ)b coh(B W (r)) g D^L^q^ (T))) 9Ê 0^(1)^7^). (3.5.5.1) 

Remarques 3.5.6. Soit r C I' un second diviseur. Lorsque £ G ^jL h (!)£,(' r')(j) nDj? oh (CDy( + r)Q), grâce au co- 
rollaire [33T4J les objets de LQq cohC-^ff (D) et coh(-^y (^0) correspondant via les équivalences de catégories 
respectives de 12.5.5. FI soient isomorphes. Avec les notations de 13.5.51 les foncteurs Cohr(<|>^*') et Coh r /((j)'*^) sont 
donc isomorphes sur ^(D^^Oq) DD^VÎpC^Q). 

Terminons la section par d'autres applications du théorème. 

Proposition 3.5.7. Soient T G D G T' des diviseurs de P. 

1. Soit £« G L% b Q . cob (V { ;\T)) nZ^ iC0h (£«(r')). Alors £« G Z^ >coh 

2. £ G D b coh (V^ T h)nD h coh (VyCT') Q ). Alors £ G D^CD^Jq). 

Démonstration. Il découle de 13.2.5. fi gue le morphisme canonique r)ooub r , D (oub Di r(£ ( * ) )) ->■ oub OT /(£(^) 

de iZ^Q qc (î* y (£>)) est un isomorphisme. D'où la première assertion. Grâce à 13. 5. 21 la seconde assertion découle de 
la première. □ 

Notations 3.5.8. • Soient D C T C T' des diviseurs de P. D'après T3.2.6I en omettant d'indiquer les foncteurs 
oublis respectifs, les foncteur ('T', D) et (T', T) sont canoniquement isomorphes sur LL)^ qc (T)y\T)) . On 
pourra donc les noter sans risque ( T T'). 

• Pour tous diviseurs D C T, on dispose de l'isomorphisme de foncteurs Coh^^T' , D)) —ï (T' , D), le dernier 
foncteur étant celui défini en |3. 2.4.31 Les notations respectives sont donc compatibles. 

• Soient T et D C D' des diviseurs de P. Grâce à 13.2.81 et 13.2.51 les foncteurs Ç'T) et Ç'TUD) sont canonique- 
ment isomorphes sur LD^(£^(Z))). On dispose alors du foncteur ( f 7") := Coh D (( t r)) : D b oh (T»J p ( t D)Q) -)• 
DcohO ? ÇTUD)q). Avec la remarqueESU comme les foncteurs Coho((^r)) et Coh D / ((^T)) sont isomorphes 
sur D^ oh (DÎp(ï D)q) rîD^ oh (DÎ p ( ! 'T)Q), il n'est donc pas nécessaire de préciser D. 

4 Rappels et compléments sur le foncteur cohomologique local à support 
strict dans un fermé et sur le foncteur de localisation en dehors d'un fermé 

4.1 Triangle distingué de localisation relativement à un diviseur 

4.1.1 (Triangle distingué de localisation). Soit £W G £Qq qc (CDy^). Berthelot a défini le foncteur cohomologique 

local à support strict dans T noté WT^: LLÈ ^ ^{D^) — > LL)Q qc (D^). De plus, il a vérifié le triangle distingué de 
localisation 

irJ.(£W) _> £(•) (tr)(£W) -^ktJ.(£W)[i]. (4.1.1.1) 

On pourra désigner par la suite le triangle distingué 14. 1 . 1 . 1 I par Ar(£M). On peut étendre ce triangle au cas où T = P 
de la manière suivante : RTy(£W) = £(•) et (fT)(£W) = 0. Ce dernier est fonctoriel en T et £W, i.e. si T G T' avec 
T' un diviseur ou T' = P et si £W — » £'M est un morphisme de LDjn qc (^>^) on bénéficie du morphisme canonique 
de triangles distingués de la forme À7-(£W) — > Àr>(£'W) 

En fait, d'après ce qui suit, le foncteur RrJ- est canoniquement déterminé à partir du foncteur (^T) et du triangle 
distingué e. 1.1. Il On pourrait donc le prendre comme définition. 
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Lemme 4.1.2. Soient £« e L§^ qc (5j } ) ef J« e ^^(5^(7)). On suppose de plus que l'on dispose dans 
U± ac (5^) de l'isomorphisme (T)(£M) 0. AZors Hom ~ w (fiW^W) = 0. 

Démonstration. Soit 0: fiW — > gK») U n morphisme de LE>q ^(D^ (T)). Comme le morphisme canonique 3^*) — > 

(^T)fë(')) est un isomorphisme, le morphisme se factorise canoniquement par (^T)(0). Or, comme C*T)(£W) 

0, alors (T)(0) = 0. On en déduit que = 0. D'où le résultat. □ 

Lemme 4.1.3. Soit un triangle distingué dans LDg qc (2)y ) de la forme 

jW _> e W ^ (t r )( £ W) j-W[l], (4.1.3.1) 

oii Ze second morphisme est le morphisme canonique. Pour tout diviseur T C T', on dispose alors de l 'isomorphisme 
dans L^ qc (ï3[* ') de la forme ^T'){^) 0. 

Démonstration. Comme d'après [3.2.8l le morphisme canonique {^T'){ES"') — > (^T')(( + r)(£(*))) est un isomorphisme, 
en appliquant le foncteur (T') au triangle distingué e. 1.3. Il l'un des axiomes sur les catégories triangulées nous permet 
de conclure. □ 

4.1.4 (Une définition alternative équivalente du foncteur cohomologique local à support strict dans un diviseur). Soit 
T C T' un second diviseur. Supposons donné le diagramme commutatif dans LD)j\ qc (D ^) de la forme 

_^ £(•) _^ (ty) (£(•)) _^ (4.1.4.1) 
j-'(') £'W (tr)(£'W) 

dont les flèches horizontales du milieu sont les morphismes canoniques et dont les deux triangles horizontaux sont 
distingués. D'après les lemmes |4.1.2| et |4Tl.3l on obtient alors 

ff- 1 (KHom , ,~ W , ^ m) ,ÇT)(E^)) , Hom , ~ W/ (3<'\ÛT)(E'^)[-l]) = 0. 

y D(LM^(T>y (T))) ' V I1.4.8.1I 0(Z^q(DW(T))) V ' V A n Jy 

On en déduit, grâce à MBBD821 1.1. 9], qu'il existe donc un unique morphisme 3^*' — > 3^*' induisant dans LZ)q qc (Dy') 
le diagramme commutatif : 

SK») £(•) ( + r)(£W) sK»)[l] (4.1.4.2) 

jai |* |(tr)tt) jai 

SPC) £'(•) (tj) (£'(•)) 3*W[l], 

Comme pour |BBD82 1.1.10], cela implique que le cône de fiW — >. (tj')(£W) est unique à isomorphisme canonique 
près. Un tel complexe 3*W est donc unique à isomorphisme unique près et se notera alors MrJ.(£M). En considérant 
le diagramme l4. 1 .4.21 la formation du complexe RTy(£M) est fonctoriel en £W. 

On dispose aussi du morphisme fonctoriel en £W de forme KTj.(£W) — > £W. De la même manière, en utilisant 
les lemmes 14. 1.21 et 14.1.31 et la proposition |BBD82 1.1.9], on vérifie qu'il existe une unique flèche RT.J.(£W) — > 
KTÎ,, (£(*') induisant le diagramme canonique 

Kpt (£(.)) £(.) _^ (tr)(gW) -^ITt (£(•))[!] (4.1.4.3) 

l 3! II I i 3! 

KT^,(£W) £(•) (tr')(£ (,) ) -*-RTj,(£W)[l] 



commutatif. Ces propriétés sont synthétisées en disant que le complexe RTj. (£'*') est fonctoriel en T. 
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Remarques 4.1.5. Soit fiW g LL^(T>^). Si T est vide et si £W G qc^r )> a l° rs I e morphisme canonique 

£(•) _^ ( T 0)(£(*)) est un isomorphisme. Cela n'est plus forcément le cas sans l'hypothèse de quasi-cohérence de fiW. 

On pourrait sûrement construire le foncteur cohomologique local M.r} T : LZ^^fDy ) — > LZ^Q(Dy') comme ci-dessus, 
cependant on se restreindra exclusivement aux complexes au moins quasi-cohérents pour éviter cette pathologie. 

4.2 Commutations et compatibilités des Joncteurs locaux et de localisation dans le cas d'un 
diviseur 

4.2.1 (Commutation des foncteurs locaux et de localisation au produit tensoriel). Soient fiW, 3^*' € LD^ qc(-^y )■ 
Comme le foncteur (T) commute canoniquement au produit tensoriel, il existe alors un unique isomorphisme de 
la forme KT^M®^^')) ffir^W)®^^') (resp. RT^(£«®\^«) ^ ^^Mr^M)) et 
s'inscrivant dans le diagramme commutatif 

MT^W)®;^-) — eW®;^^-) - ( + r)(£W)® + 0pQ jW -^KT^êW)®^^')^] (4.2.1.1) 

3lf II ~| 3<A 

}3! || |~ ^3! 

£«®\ Q Rrt - ew^^w - £«®^/r)(jH) - eW^^Rrt 

Ces isomorphismes sont fonctoriel en £ M i gK») ; r (pour la signification de la fonctorialité en T, on pourra par exemple 
regarder ^. 1.4.3b . Pour vérifier la fonctorialité en £M ; ; r, il s'agit d'écrire les diagramme correspondants en trois 
dimensions, ce qui est laissé au lecteur. 

4.2.2 (Commutation des foncteurs locaux et de localisation entre eux). Soient 7i,72 des diviseurs de P, £W g 

• Par commutativité du produit tensoriel, on dispose alors de F isomorphisme canonique 

( t r 2 )o(tr 1 )(£W)^ ( t r 1 )o(tr 2 )(£W) (4.2.2.1) 

fonctoriel en T\, r 2 et £W. 

• Il existe alors un unique isomorphisme (^2)0 H£y (£'*') — ► o (^7^) (£(*)) induisant le morphisme cano- 
nique de triangles distingués (^T2)(At 1 (£'*■*)) — > ((^T^) (£(*')), i.e. de la forme : 



(t^oMr^ (£(•)) - (tr 2 )(£W) - ( t r 2 )o(tr 1 )(£W) ^ ( t r 2 )oMr t 7 , i (£W)[i] (4.2.2.2) 

y3! [[ |~ y3! 

KEÎi o(+r 2 )(£W) - ( f 72)(£W) - ( t r 1 )o(tr 2 )(£W) ^Mr^ o(tr 2 )(£W)[i], 

dont le carré du milieu est bien commutatif par fonctorialité en Ti de 1 ' isomorphisme I4T2 . 2 . 1 1 En écrivant les dia- 
grammes en trois dimensions (i.e., on écrit le parallélépipède dont la face de devant est 14.2.2.21 la face de derrière 
est l4.2.2.2l avec T{ remplaçant T\, les morphismes de l'avant vers l'arrière sont les morphismes de fonctorialité induit 
par T\ C T{ ; idem pour valider la fonctorialité en T 2 ou £'*'), on vérifie que l'isomorphisme (^T 2 ) o RTj- (£W ) 
Rrjj o ( t r 2 )(£(*)) est fonctoriel en T u T 2 , £ (,) . 

• De même, il existe alors un unique isomorphisme RrJ- oKrJ, (£(*') — > oMrJ, (£'*•*) fonctoriel en T\, T%, 
£W induisant le morphisme canonique de triangles distingués Ar 2 (REj-, (£**')) - > Kr^ (Ar 2 (£(*))), i.e. de la forme : 

Wr 2 oKTt-! ( £(#) ) KCïj ( £(>) ) ( +7 2) oKTj-! (£ W ) RE^ oKTj. (£ w )[1] (4.2.2.3) 

Y 3! I |~ jai 

RTJ-j oHT^ (£(•)) -s-KEÎj ( £(>) ) -*KEr, °( t7 2)(£ W ) CTOoMr^ (£(*))[!], 
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dont le carré du milieu est bien commutatif par fonctorialité en r 2 de l'isomorphisme (^7i) (£^) — > M~j. o 

( t r 2 )(£W). 

4.2.3 (Compatibilité des isomorphismes de commutation au produit tensoriel). Soient T, 7\ , r 2 des diviseurs de P, 
gK # ) g LZ)q qc(î'lp')- En composant les isomorphismes verticaux du diagramme 14.2. 1 . il on obtient les isomor- 
phismes canoniques ( + r)(£W)ê + 0pQ ^ fiM^^)^.)) etKE t ( £ W)®t^ g,(.) fiM®t ^BT*^')) 

fonctoriels en T, £W, £FM. Nous vérifions dans ce paragraphe que ces isomorphismes sont compatibles avec les trois 
isomorphismes de commutation des foncteurs locaux et de localisation de l4.2.2l 

• La compatibilité avec les isomorphismes l4~2.2.1l signifie que le diagramme 

(^W^XfiW)®^ (4.2.3.1) 

14.2.2. ~f l4.2.2.1l 

est commutatif, ce qui est aisé. 

• Vérifions à présent que le diagramme 

( + r 2 )oKr^(£W)êt 0yQ jC) ^Mr^(£(-))^/72)(jW) ^«è^icH^X^) (4-2.3.2) 

est commutatif. Pour cela considérons le diagramme : 

(tr 2 )oMr t 7 . i (£W)® t 0?Q yW — (t^xeW)®^^-) — (tr 2 )o(tro(£«)^ Q J« — +1 (4.2.3.3) 

fiW^^KEÎi ° CT 2 )(^) - £«® t 033Q ( t 7 2 )(5W) - £W® + 0yQ (t ri) ( t r2)( j(.)) _ +1) 

dont la flèche verticale de droite (resp. de gauche) est le composé du haut de 14.2.3.21 (resp. 14.2.3.1t . Comme ces 
morphismes sont fonctoriels en T\, le carré de gauche (resp de droite) du diagramme 14.2.3.31 est commutatif. Ce 
diagramme l4.2.3.3l correspond donc à un morphisme de triangles distingués de la forme (^^(Ar, (£ ( *)))<8>Q :pQ 3 r ' , ' > — > 

fi^^g^^Arj ((^r 2 )(£'*')). De la même manière, on vérifie la commutativité des carrés du milieu du diagramme 

(tr 2 )oMr t 7 . i (£W)0 t o ^jW — (tr 2 )(£W)^ Q jW ( + r 2 )o(tri)(£W)® t 0jiQ j(«) (4.2.3.4) 

I - H L h , 

mil o( t r 2 )(£(-))0 t o ^jw — (tr 2 )(£W)® t .^jW — ( t r 1 )o(tr 2 )(£«)®t 0;p ^W — +1 

fiW^/Ti) oKTt (<*•)) £W^ Q (tr 2 )(jW) - £W®^/r 2 )o(tr 1 )(3<'))^+l 

I II I 

fiW^J.^KTÎi ° ( t r 2 )(jw ) _ e«<8Î, 3>iQ (tr 2 )(^)) - £ (,) ® + 0:PiQ ( + r,) o (tr 2 )(3«) - +1, 

dont le morphisme de triangle du haut (resp. du bas) est l'image par le foncteur — ®OyQ^*^ (resp. fiWgjg^— ) du 
morphisme de triangles distingués 14.2.2.21 La commutativité du diagramme signifie que la flèche composée 

verticale de droite (resp. du milieu) du diagramme l4.2.3.4l est la flèche verticale de droite (resp. du milieu) de 14.2.3.31 
Par unicité (grâce à |BBD82, 1.1.9]), il en est de même des flèches verticales de gauche. D'où le résultat. 



39 



• En calquant la preuve de la commutativité de I4.2.3.2l à partir de 14.2.3. fl on vérifie à partir de la commutativité 
de !4. 2.3.21 celle du diagramme ci-dessous : 

KIÎ., oHr^W)!^^.) ^R^^i^Rr}^')) EVkl^W^ oRT*, (*<•>) (4.2.3.5) 

4.2.4. Soient r un diviseur P, £W, SFM G ^^(5^). On dispose des isomorphismes (tr)^*)®]^ £FM) -A- 

£( * ) ®o a >< J ( tr )( 5 ' ( * ) )' et K Er( £( * ) ®Q 3>Q 9r(,) ) ^ S^^OyQ^r^* 5 ) fonctoriels en 7", £W, De manière 
identique à 14.2.31 (il s'agit de changer la position des parenthèses) on vérifie que ces isomorphismes sont com- 
patibles avec les trois isomorphismes de commutation des foncteurs locagx et de localisation de 14.2.21 II en ré- 
sulte par composition qu'il en est de même des isomorphismes (^r^fiM®]^ 3^*)) CT)(E^)^ 0v 3^'^ et 



4.2.5. Soient 7Ï, . . . ,T r et 7j, des diviseurs de P, £W, 5FM G LZ)^ qc ( 2) y ) )- En utilisant s-fois le diagramme 
14.2.1.11 on vérifie que l'on dispose des isomorphismes canoniques fonctoriels en T\, ... ,T r , T{, ... , Tj., £'*' , £FW de la 
forme 



irLo---oKrLoMrt o...oKrt(£ ( * ) ®î 1 5K , ))-^MrLo---oMrL(£ w ®t mrl o.-.oMrtf^)) 

— Tj — 7,' —il — U 0>,Q y — T[ —'s U J>.Q — '1 — y r V 

-^>BrJ / o...oljJ / (£W)®J, MjjO.-.oKEj.^^), (4.2.5.1) 



ceux-ci ne dépendant pas, à isomorphisme canonique près, de l'ordre des T\ , . . . , T r ou des T(,..., T'. En particulier, 

en prenant îfM = et les 7j , . . . , Tg vides, on obtient l'isomorphisme canonique fonctoriel en 7i , . . . , T r , £W de la 
forme : 

KT^o."offi|,(8W) fiW®^ Mr^o.-.oKr^CO^) (4.2.5.2) 
et qui ne dépend pas, à isomorphisme canonique près, de l'ordre des T\,...,T r . 

4.3 Foncteur cohomologique local à support strict dans un sous-schéma fermé 

Remarques 4.3.1. Soient X une sous-variété fermée de P, il est l'ouvert de CP complémentaire de X, D un diviseur 
de X, £(•) G L^Q coh {^ { y{D)). Alors £W|il ^> dans LL) h Q coh (5^ (D n t/)) si et seulement si les espaces de 
cohomologie de lim£^ sont des Drp(^Z))Q-cohérents à support dans X au sens classique. 

Lemme 4.3.2. SoientD, T deux diviseurs de P, £M Q LJ^ coh (T>^ (D)), il l'ouvert de V complémentaire du support 
de T. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. On dispose dans LLJq ^(^^ (D Ht/)) de l'isomorphisme £W|il^> 0. 

2. Le morphisme canonique M.T^.(E^) — > £W ei f Mn isomorphisme dans LD ^Dy (D)). 

3. On dispose dans LLJÏq coh (T)y\D)) de l'isomorphisme C"T)(£W) — ► 0. 

Démonstration. L'équivalence entre 2 et 3 est tautologique (Le., on dispose du triangle distingué ^. 1.1. U . L'assertion 
3 => 1 est triviale. Réciproquement, établissons 1=^3. Comme ( f T)(£^) -A- (T) o ( + D)(£(')) ^ ( f ruZ))(£ (,) ) G 
LZ)q coh ('D^(D U T)), comme le foncteur lirri est pleinement fidèle sur LZ)^ coh (î)y (DUT*)), il est alors équivalent 

de prouver que lim( t r)(£W) 0. CommefimÇjT) (gW) est un î)3p(^r UD)Q-cohérent à support dans T (et donc 
dans TUD), ce dernier est bien nul grâce à |Ber96b 4.3.12]. □ 
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Lemme 4.3.3. Soient T u ...,T r des diviseurs de P. Alors Rr|. o • • • o KT^ (Ë^ (T)) G LZ^ cohO ?)- 

Démonstration. Comme d' après [3T2T8]on dispose de l'isomorphisme canonique ÇT^fôy (T)) — > Sy (7i UT), on 
obtient le triangle distingué : 

w? Ti çb$\t)) -►^(r) ->s^(riur) ->irî. I (3j ) (r))[i]. (4.3.3.1) 

D'après T3.5.3I il en résulte que le triangle distingué 14.3.3.11 est un triangle dans Ufy rnh (T)$). On en déduit par 
récurrence sur r (on applique le foncteur MT^ o • • • o Rr^ 2 au triangle distingué e. 3. 3. U le résultat. 

□ 

4.3.4. Soit X un sous-schéma fermé réduit de P. Nous allons rappeler la définition du foncteur cohomologique local 
Rrjr à support strict dans X. Comme P est somme de ses composantes irréductibles, il suffit de le définir dans le cas 
où P est intègre. 

1 . Si X = P, alors le foncteur KT^ est par définition l'identité. 

2. Supposons à présent I / P. D'après HCar04l 2.2.5] (il y a une coquille : il faut rajouter l'hypothèse «F est 
intègre ») X est une intersection finie de diviseur de P. Précisons que l'on s'était ramené au cas où X est ir- 
réductible en utilisant la formule de commutation des réunions et intersections de la forme U[ =1 H*- =1 Z), j = 
ni<; 1 ,...,;v<iU[ =1 Z), Ji , pour une famille de sous-ensembles (e.g. des supports de diviseurs) D, j de P. Si T\ , . . . , T r 

sont des diviseurs de P tels que X = n[ =1 7;, alors, pour tout fiW g LZ^ (Dy ), le complexe KTj^SW) := 

KT^ o ■ ■ ■ o RTjj (£W ) ne dépend canoniquement pas du choix de tels diviseurs T\ , . . . , T,-. En effet, grâce à 

14.2.5.21 on se ramène au cas où £W = 0^ ; on vérifie ensuite que cela ne dépend pas de l'ordre des diviseurs 
T\,. . . ,T r ; puis, grâce aux lemmes |4.3.2| et |4T3.3l il est superflu de rajouter d'autres diviseurs contenant X. 

Pour toutes sous-variétés fermées X, X' de P, on dispose alors par construction (voir [Car04, 2.2.8]) de l'iso- 
morphisme canonique : 

Rr^oKr|.,(£ (,) ) -A- KT^^W). (4.3.4.1) 

Proposition 4.3.5. Soient X, X' deux sous-schémas fermés de P, £W, 5FW G /.//' qoC^y )• ^ n dispose de l'isomor- 
phisme canonique fonctoriel en £W, X, X' : 

Rr^W^jM) ^ MT+ (EWj^^Hli,^). (4.3.5.1) 

Démonstration. Cela résulte des isomorphismes canoniques l4.2.5.ll □ 

4.4 Foncteur de localisation en dehors d'un sous-schéma fermé 

Lemme 4.4.1. Soient X CX' deux sous-variétés fermées de P, fiWjjyH g £Q q qc(-^y )• On suppose de plus que l'on 
dispose dans LD° Q de l'isomorphisme KrL (5FW) 0. A/ors Hom ~ w (M^(£W),5FW) = 0. 

Démonstration. Soit((): MrJ^(£( # )) -^£FM un morphisme de £Qlq> qc CD y ) • Comme le morphisme canonique 

KTjf est un isomorphisme deLZ)^, qc (CDy )(voir l4.3.4TÎT l. le morphisme (j) se factorise canoniquement par ffiTjj(<|)). 

Or, comme Er^jf')) -A- Itt^oMT^^W) -A- 0, alors MT^(0) Odans LD^ qc ( 5 ^ } ). On en déduit que (|) = 0. 
D'où le résultat. □ 

Lemme 4.4.2. Soient X une sous-variété fermée de P et un triangle distingué dans LZ^q qc (D^ <ie la forme 

Kr£(£W) £(•) ^Kr^ (£ W )[1], (4.4.2.1) 

oii /e premier morphisme est le morphisme canonique. On dispose alors de l 'isomorphisme MT^ (£FW ) — > ûfans 
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Démonstration. Comme le morphisme canonique RTjf (KT^(£W)) — > KI^(£W) est un isomorphisme (voir l4.3.4.1l ). 
en appliquant le foncteur Rrj^ au triangle distingué l4.4.2.1l l'un des axiomes sur les catégories triangulées nous permet 
de conclure. □ 

4.4.3 (Foncteur localisation en dehors d' une sous-variété fermée X). Soient ïcl' deux sous-variétés de P. Supposons 
donné le diagramme commutatif dans LL)^ qc (î>[p ) de la forme 

KTjr(£W) —»-£(•) J(»)[l] -^KT^fiW)^] (4.4.3.1) 

RI*, (£'(•)) -> £'(•) J'W ^Rr^, (£'W)[i] 

dont les flèches horizontales de gauche sont les morphismes canoniques et dont les deux triangles horizontaux sont 
distingués. D'après les Iemmes l4.4.1l et l4~4.2l on obtient alors 

On en déduit, grâce à MBBD821 1.1. 9], qu'il existe donc un unique morphisme £F M — >5f'W induisant dans LZ?Q qc (î)^) 
le diagramme commutatif : 

Rr£.(£«) _^ gW -^-SK») -^.RT^(£W)[1] (4.4.3.2) 

Er+,(£'«) £'(•) 3*W KT+,(£'W)[1]. 

Comme pour |BBD82 1.1.10], cela implique que le cône de RrJ.(£W) — )■ fiW est unique à isomorphisme cano- 
nique près. On le notera i}X){SS-*i). On vérifie de plus que (^X)(£W) est fonctoriel en X et £(*), e.g. on dispose du 
morphisme fonctoriel en £W de forme £W — > (t3T)(£W). 

4.4.4. Pour toute sous-variété fermée X de P, pour tous £W, £FW G L/)q ^(CDy'), il existe un unique isomorphisme 
delaforme ( t X)(£W®J ) jW) £(»)®t (tx)(jM) s'inscrivant dans le dia gramme commutatif 

KTt (£W^t o ^ jW) _ g(.)|t ^ _ (tjf)(£W®t ^ jW) ^ KTt (£W®t ^ ?(•))[!] 
14.3.5. ll |~ || fa! 14.3.5. 4 ~ 

fiW^o^Krl^W) - £«® f 0!PiQ ^ - fiW^/xXJW) - fiW^^Rrt (jW)[i]. 

Comme d'habitude (en écrivant des parallélépipèdes), on vérifie qu'il est fonctoriel en X, fiW ; JW. 

4.4.5. Soient X,X' deux sous-variétés fermées de P, £W g LZ^^ffiy ). Il existe alors un unique isomorphisme 
o Rr^(£W) RT* o (tZ')(£ (,) ) fonctoriel en X, X', fiW s'incrivant dans le diagramme commutatif de la 

forme 

Rrî,oRrjf(£W) ->-H£k(£W) oRr|(£'*') —s- Mr} x , oKT^(£(*^)[1] 

\~ II l~ 

Wl ° M^, (£ w ) REl (£ (,) ) Rr} x o (tx') (8 W ) (tx) o r^, (£« ) [i], 

D'après [Car04, 2.2.14] (cette fois-ci, il n'y a aucune précision à apporter), on dispose de plus de l'isomorphisme 
canonique 

( + X)o( + X')(£ (,) ) ^> ( + XUX')(£ W ), (4.4.5.1) 
fonctoriel en X, X', fiW. D' après [Car04, 2.2.16], on a les triangles distingués de localisation de Mayer-Vietoris 

Rr^,(£«)^Rrl(£W)eM4,(£W) ^Rr^(£«) ^RT^CfiW)!!], (4.4.5.2) 

( f xnx')(£) -> ( t x)(£W)e( t x')(£ (,) ) -»• ( t xux')(£ w ) -> (txnxO^M 1 ]- (4.4.5.3) 
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Nous ajouterons dans le prochain chapitre (voir l5.2.8b un détail sur la vérification de la commutativité des foncteurs 
locaux et de localisation par rapport aux images inverses extraordinaires de IICar04l 2.2.18]. Finissons enfin le chapitre 
par une extension du lemme [4!3.2| : 

Proposition 4.4.6. Soient D un diviseur de P, X une sous-variété fermée de P, il l'ouvert de 7 complémentaire du 
support de X, £M g LZ)q coh (î> y (D )). Les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. On dispose dans LZ)q co h(25^ (D D U)) de V isomorphisme £W |£( — > 0. 

2. Le morphisme canonique Krjf (£(*)) — > fi*-*-* e.sî isomorphisme dans LL) ^(D$ (D)). 

3. On dispose dans LDq cohO^y C^)) ^ e l' isomorphisme (tX , )(£M) — >• 0. 

Démonstration. L'équivalence entre 2 et 3 est tautologique (voir la définition du foncteur (JX) donnée dans 14.4.31 . 
L'assertion 3 => 1 est triviale. Il reste à établir l'implication 1 => 2. Soit T un diviseur contenant X. Par construction du 
foncteur KTy, il suffit de vérifier que le morphisme RTy(£W) — > £W est un isomorphisme, ce qui résulte du lemme 
EU □ 

5 Surcohérence 

5.1 Image inverse extraordinaire, image directe 

Soient / : V — > V un morphisme de V-schémas formels lisses, T et T' des diviseurs respectifs de P et P ! tels que 
f(P'\T') C P\T. Nous rappelons dans cette section les constructions des images inverses extraordinaires et des 
images directes par / à singularités surconvergentes le long de T et T'. 

Notations 5.1.1, Nous aurons besoin de quelques notations préliminaires afin de définirl'image inverse extraordinaire 
par / à singularités surconvergentes le long de T et T'. 

• Comme f (T) C T 1 , on dispose alors du morphisme canonique f- l B<f){T) -> T>$)(T'). Il en résulte que 
le faisceau B$}(T') ®o x , f*D^ ] ^ B$>(T') ® / - l ^) (r) / _1 ^x" ) ( r ) est muni d ' une structure canonique de 
(D^\T'), ^ 1 D^" ) (r))-bimodule. Ce bimodule sera noté D ( ^\ x ; {T',T). 

• Il en dérive par complétion p-adique le (Œ)^} (T') , f~ 1 ) (L)) -bimodule : T> x )^ x (T',T):= limD^ x . (T',T). 

i 

• On obtient un (D^,( + r')Q,/ _1 I'^( + 7 , ) (I2 )-bimodule en posant D^^^T', T) Q := lim T> { ^ X (T', T) Q . 

m 

5.1.2. On bénéficie du foncteur image inverse extraordinaire par / à singularités surconvergentes le long de T et T' de 
la forme fj$. : U$^ÇD$(T)) -> ^^(5^(7")) en posant, pour tout £« e LD^ qc (5^(r)) : 

On dispose du foncteur image inverse extraordinaire par / à singularités surconvergentes le long de T et J' de la forme 
fr'.T : Db c h(' D l,C T h) ^(^^'(^Oq) en P° sant (comme pour llBirÔ2l 4.3.2]), pour tout £ e dJ^D^TOq) : 

/■, r (£) :=V] e ^ x CT , J) Q <a^ xmQ r 1 £[d#/x]- (5-1.2.1) 

Si / est lisse, alors /j, r (£) G D h coh (V x ,CT%). 
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Notations 5.1.3. Nous aurons besoin pour définir l'image directe par / à singularités surconvergentes le long de T et 
T' de considérer les bimodules ci-dessous. 

. Le (T X ÏÏ£\T), D^ ,) (r'))-bimodule B$(T') ® (co z/ ® ffîD^ ®O x . %/)), ° ù l'indice g signifie que 
l'on choisit la structure gauche de 2)]^ -module à gauche, sera noté D ™^_ x , (T, T 1 ). 

• On dispose alors du (f- 1 ^ {T), B^V'^-bimodule : (r, 7") := ]hnD { ™l x; (T,T')- 

• D'oùle(/- 1 T>^( t r) Q ,î)^( t r)Q)-birnoduleî)! t .^ a .,( t r,r)Q := limS J^, (T, 7")q. 

m 

5.1.4. On dispose du foncteur image directe par / à singularités surconvergentes le long de T et T' de la forme 
f [ TT,+ : Ï^qJPvV')) en posant, pour tout £'W G LD b Qqc (Dg(r)) : 

/«,+(£'«) := K/^S^^ 7 ")®^)^^)- 

Avec [BerQ2 4.3.7], on construit le foncteur image directe par / à singularités surconvergentes le long de T et T' de 
la forme / r>r / t+ : £>coh( B y'( t:r ')Q) -> £ b (^( + r)Q) en posant, pour tout £' 6^(3)^^) : 

/ rr ,+ (£') :=K/4£M( +r ' r %^ ( t r , )Q £'). (5.1-4.1) 
Si / est propre et 7" - f~ l (T), alors / r ,r<,+ (£') £ D b coh (V^T) Q ). 

5.1.5. Avec les notations du paragraphe [333] on dispose de l'isomorphisme de foncteurs Coh r /(/|*|, ) —ï fr,T',+ 
et Coh r (/j.*y) /|/ r (voir par exemple ||Ber02| 4.3.2.2 et 4.3.7.11). 

5.1.6. Supposons T' = f~ l {T). On écrit alors /y , fj-, f T '\ et fr t + à la place respectivement de f T *)j, f T , T , f T *j, , 
et f T ji + . Si T est l'ensemble vide, nous omettrons de l'indiquer dans toutes les expressions faisant intervenir T. 

5.2 Stabilité par image inverse du coefficient constant avec singularités surconvergentes 

Lemme 5.2.1. Soient f : V — > CP un morphisme de V 'schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que T' := f~ l (T) 
soit un diviseur de P'. On dispose alors de l'isomorphisme canonique 

On bénéficie de plus de l'isomorphisme canonique /W(î^(7')) — > "B^) (T')[dpt/p\ dans LLÈ^ ( . ob { t D^}). 

Démonstration. 1) Pour vérifier le premier isomorphisme, comme 0„/ ®f-\n p f~ ir B p m \T) — > H^\t'), il s'agit 

de prouver que le morphisme canonique ; / f^ lr S> p m ' (T) — > p i ®f-i 0p f~ lr B p m \T) est un isomorphisme. 

Comme / est le composé de son graphe suivi de la projection T' x V — > 7, comme le cas où / est lisse est trivial, on 
se ramène au cas où / est une immersion fermée. Comme cela est local, on peut supposer 7 affine et intègre. Comme 
T>p™' (T) est quasi-cohérent, on se ramène à établir que le morphisme canonique O p < ®o p B p "^ (T) — » O p < ®o P . Bp^ (T) 
est un isomorphisme. 

Comme B [ y ] (T) est sans p-torsion, on a : O p > B [ pf (T) O p > (g>^ ; (Oyi B^ (T). Or, comme / est fini, 
on dispose de l'isomorphisme canonique Oyi ®o v By (T)) — > B^Ç) (T 1 ). Comme B^ (T) est intègre, le morphisme 
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canonique Oyi ®o By (T) — > 0<y> ®o v (T) est un isomorphisme (pour le voir, on utilise la résolution de Koszul 

de Oyi). Comme By)(T') est sans p-torsion, on conclut. 

2) Comme, pour tout entier positif m, les V-modules (!') et (7*) sont sans p-torsion, le deuxième iso- 
morphisme à prouver résulte aussitôt du premier. □ 

5.2.2. Soit u: 7' — > 7 une immersion fermée de V-schémas formels lisses. Dans ce cas, grâce à |Ber96b, 3.2.4], on 
vérifie que la flèche de droite du carré ci-dessous : 



°3»®^io, M ~ 1:D r -^ L -"03»®«-io,"~ lD r (5.2.2.1) 



est un isomorphisme. De plus, par platitude de sur 0j>, on vérifie que la flèche horizontale du haut est un 

isomorphisme. Comme la flèche du bas est un morphisme de Dq C (2)|p, ) (cela résulte du théorème ÛBer021 3.2.3] de 
Berthelot), on vérifie de même que celle-ci est un isomorphisme. Il en est donc de même de la flèche de gauche. Pour 
tout £W G on en déduit que le morphisme canonique O r ®\- l0y M _1 £ (m) -> VyL^? ® L _ l5 («) « _1 £ (m) 

est un isomorphisme. On dispose alors du foncteur u^' : D~(Dy^) —ï D~(2)m7) défini en posant, pour tout £^ m ' G 

B W>'(£(»)) := 0r ^_ l0y u-^W^/p]. (5.2.2.2) 



femme 5.2.3. Soit u: 7' — >• 7 wne immersion fermée de V -schémas formels lisses. Pour tout £' m ' G D (Dy ), on 
dispose du morphisme canonique wfc (£^) — > m''"' ! (£ ''"'). Sï £''"' G OZ^Dy ), a'ori celui-ci est un isomorphisme. 



Démonstration. La construction se construit par adjonction via le morphisme d'espaces annelés (X., Ox. ) — > (X, Ox). 
Vérifions à présent que celui-ci est un isomorphisme pour les complexes à cohomologie cohérente. Comme cela est 
local, on peut supposer 7 affine. D'après le lemme sur les foncteurs way-out (et le théorème de type A pour les 
D y -modules cohérents), on se ramène au cas où £W est de la forme fi'™' = (2) y ) r . Dans ce cas, cela résulte de 
l'isomorphisme vertical de gauche du carré l5.2.2.1l □ 

5.2.4. Soit u: 7' — > 7 une immersion fermée de V-schémas formels lisses. On déduit de I5.2.2.2l que l'on dispose du 
foncteur : D~(î>^}) D - (5$) défini en posant, pour tout £M G D~(5^), 

«22'(e W ) -O^g^icH-^W^/,,]. (5.2.4.1) 

Ce foncteur envoie les ind-isogénies sur les ind-isogénies et les lim-ind-isogénies sur les les lim-ind-isogénies (voir les 
définitions de ll.l.U . Ce foncteur se factorise donc en : LD^(Dy ) — > LD^fD^, ). On prendra garde de consta- 
ter que ce foncteur ne préserve pas la quasi-cohérence. On bénéficie, pour tout fiW g LDK (ÇD^ ), du morphisme 



canonique '(£'*)) — > i/*) ! (£'*)) (ce morphisme se construit même dans D(T>y!), i.e. avant de localiser). 

Lemme 5.2.5. Soient u: 7' — > 7 une immersion fermée de V-schémas formels lisses, fiW g £/)q cohC^y )• ^ e 
phisme canonique u^'(E^) — > «W ! (£W) &sf m« isomorphisme dans LL)^(Dy]). 

Démonstration. Par définition, il existe À. G L un isomorphisme LD^Dy ) de la forme fiW — y y(') tel que 5FM G 
D^ oh (Drp"^) (plus une autre condition que l'on n'utilisera pas). On se ramène donc à établir le lemme pour à la 
place de £«. Notons u X J' ] \j^) := (u X Jf(^)) mm GD b (^) et^« ! (J«) := (u*W ! (jW)) m6N G D b (Dy«). 
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En omettant d'indiquer les foncteurs oublis, on dispose par définition de l'égalité u^* (5FM) = (£FM). De plus, 
on dispose du morphisme canonique h^W^îfW) — > X* (u^* (3^*))j induisant le diagramme canonique commutatif : 

„(•)!(?(•)) ^ M *« ! (J«) 

X* (w« '(?<•>)) ^ x* (>(•)!(?(•)) 

Il en résulte que m^W'^W) est canoniquement isomorphisme à kW ! (£FW) dans LD^ÇDy}). On se ramène à vérifier 
que le morphisme canonique 

M ^W ! (j«)^ (5.2.5.1) 

est un isomorphisme de D b (5y ( , #) ), ce qui résulte du fait que ?W G £>c oh (5y (m) ) et du lemmeE23] □ 

Lemme 5.2.6. Soient u: V — > T une immersion fermée de X 'schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que 
u(P ) C T. On dispose de V isomorphisme canonique : u 

Démonstration. 0) D'après la proposition Q33] ce que l'on doit vérifier est local en CP. On peut supposer V affine et 
muni de coordonnées locales ti,...,t^ telles que D 3 ' = V(t\, . . . ,t r ) et qu'il existe un élément / de Oy tel que T = V(f), 
où / est la réduction de / modulo nOy. Vérifions par récurrence sur r > 1 le lemme. 

1) Traitons d'abord le cas r = 1, Grâce à 15.2.51 il s'agit d'établir l'isomorphisme ir^' CBy {T)) — > dans 

LD^(D[^)). Comme 33^ (T) est un faisceau d'anneaux intègres, en utilisant la suite exacte — ï u~ l Qy u~ l Gy — > 
Oy — > qui permet de résoudre par des M^'Oy-modules plats, on vérifie que le morphisme canonique de la forme 
Oy; ®£*-i0 (T) — > ® M -iO;p M_1 ®y (^) est alors un isomorphisme dans D(T)y}), Ainsi, on dispose de 

l'isomorphisme canonique w^ ! (!By (T)) <25 H -iOj> M _1 23y (r)[d/>yp] dansZ3(Dy/) et donc dans LD)q> ("D y, ). 

Soit x : N — > N l'élément de M (voir la définition dans le paragraphe ll.2.U défini par %(m) = 1 . Il suffit alors de vérifier 
que le morphisme canonique de ©^'-modules 

est le morphisme nul (en d'autres termes, Oyi ® u -Iq 9 u~ l H^y (T) est annulé par la multiplication par p). Comme 

■B^iT) ne dépend pas, à isomorphisme canonique près, du choix du relèvement / d'une équation locale de T (voir 
[Ber96b 4.2.3]), on peut supposer que t divise /, i.e. l'image de / sur Oyr est nulle. Dans ce cas, on calcule que 

Oo» ® h -i 0p u-^iT) = (V ®„-i 0t u- l Qy{X}/(ff" +1 X-p) = Oy,{X}/(p) = Qp,[X], qui est annulé par p. 
D'où le résultat. 

2) Supposons maintenant la propriété vraie pour r — 1 et prouvons-la pour r. Notons T" : = V (t \ ) . Si T D P" est un 
diviseur de P" (resp. si T D P"), le lemme [5^2. 1 1 (resp. le cas r = 1) nous permet de conclure. 

□ 

Lemme 5.2.7. Soient u: T' — > CP une immersion fermée de X '-schémas formels lisses et X' C P' un sous-schéma fermé 
de P 1 . On a alors MT*, o ««'(^(r)) G U$ } coh (T) { *}). 

Démonstration. Comme P et P 1 sont lisses, il ne coûte pas cher de les supposer intègres. Dans ce cas, soit T DP' est 
un diviseur de P', soit T D P'. Le premier cas résulte alors des lemmes |4.3.3| et |5T2.1| tandis que le second cas découle 
du lemme |5]22] D 



Théorème 5.2.8. Soient f : T' — > "P un morphisme de X '-schémas formels lisses, X un sous-schéma fermé de P, 
^iï^et^eLD^iï;} 



X' := f- l {X), £ e LD b Q ( g D ( y ] ) et 1 E LDÏ, fut'), On a des isomorphi smes fonctoriels en X et compatibles 
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à Frobenius : 

/ ! oRr|.(£«) -A- M^,o/ ! (£W), / ! o( t X)(£W) -A- ( t F)o/ ! (£W) (5.2.8.1) 
MTl.o/ + (jW) / + oKTt ,(?<•)), (tx)o/ + (J«) / + o(tx')(J«). ( 5 .2.8.2) 

Démonstration. Ce théorème a été prouvé en [Car04 2.2.18]. Nous allons cependant ajouter un petit détail à la 
preuve : on se ramène comme expliqué dans [Car04, 2.2.18] au cas où X et X' sont des diviseurs et où / est une 
immersion fermée. Grâce à 15.2.71 les morphismes canoniques 

/ ! °KTx(°y ) ) ~> / ! oR r^(0|p" ) ) sont dans L§^ coh (©^ ) ). Via l'équivalence de catégories de 13.5.5. Il de la forme 

lim : LPg rnh ÇD$ (T)) = D^ ob (T)y(^T)Q), pour vérifier que ce sont des isomorphismes, il suffit de le valider après 
application de ce foncteur lim pleinement fidèle, ce qui sont les lemmes HCar04l 2.2.19 et 2.2.20]. □ 

5.2.9 (On peut oublier les diviseurs). Soient / : 7' — > 7 un morphisme de V-schémas formels lisses, T et T' des 
diviseurs respectifs de P et P' tels que f(P' \ T') c P \ T. 

1. SoitS'W 6LD^ qc (5^, ) (r')). Rappelons que d'après | Car06 , 1 . 1 .9 ] , on vérifie de manière élémentaire que l' on 
dispose de l'isomorphisme canonique oubj ° fj\, + (£'W) — > /+ ooub T i(E'^). On notera alors simplement 
f+ à la place de fffp , 

D'après la remarque l3.5.6l les foncteurs Coh r / (fj j, + ) et Coh(/j*' ) ) (on n'indique pas dans les notations l'en- 
semble vide par convention) sont isomorphes sur D^ oh (Drp,Q) (1 D^ oh (T>'rp,( T T')iQ). Or, on a vu dans le para- 
graphe [5T3] que l'on dispose de l'isomorphisme de foncteurs Coh T r (fjj, , ) — > frj 1 ,+ et Coh(/+ ) — > /+. 
On pourra alors noter sans risque de confusion /+ à la place de far* +• 

2. Supposons T' = f~ l {T) et soit £ ( *) G LD^ (5^). D'après |Car06l 1.1.10], on déduit du théorème ||Car04| 
2.2.18] (i.e. le théorème l5.2.8l ci-dessus). que l'on bénéficie de l'isomorphisme canonique oubp o/y (£M) —ï 

/W ! o oubj (£'*•*)• On notera alors simplement /W à la place de /y. . Pour les raisons identiques au cas de 
l'image directe, on pourra aussi noter simplement /' à la place de fj. 

5.3 Surcohérence dans un V-schéma formel lisse, stabilité par image inverse extraordinaire 
par une immersion fermée 

Définition 5.3.1. Soit £ ( *) G LDjj coh (5y 5 '(T)). On dit que £W est surcohérent dans 7 si, pour tout diviseur T' de P, 
(t7")(£«) g LL^^Ï)^ (T)) (rappelons que d'après 13381 le foncteur s'identifie au foncteur ÇT',T)). On 
note LZ^q surco i, <pCDy\T)) la sous-catégorie pleine de LD^, ^(Dy (T)) des modules surcohérents dans 7. 

De même, on note D^ mcoh y{7) h>CT)q) la sous-catégorie pleine de D^ oh (Dlp Ct)q) des complexes £ tels que pour 
tout diviseur T' deP, on ait ( f T')(8.) E D* oh CDÎp( f T) Q ). 

Proposition 5.3.2. Soit £W g LZ^^ coh (D^(r)). La propriété £W g LZ^b ^(25^(7)) esf équivalence à la 
propriété lim £W £ ^ urcoh ^(DJp^T)^). Ces c/eta: propriétés sont locales en 7 et le foncteur lim se factorise en 
l'équivalence de catégories de la forme lim: LZ^ iTOK . oh y ÇD y (T) ) = £>s Ureoh .;p {DyC T)q). 

Démonstration. Soit 7" un diviseur de P. Comme lim o ( + r')(£ (,) ) ^^lim o ( + r' U r)(£W) ( + r'ur,r)o 
ljm(£W), il suffit d'appliquer le corollaire |332l au complexe £'W := (T')(£ W ). □ 

Lemme 5.3.3. Soit £W GLDn, rf , h (Dy (7 1 )). L'objet £(*) a/;part!mfàLZ)Q surco | i; p(X'y'(r)) si et seulement si, pour 
tout sous-schéma fermé Z de P, les objets de (^Z)(£^*^) ef Rr^(£^*^) sonf oons ^Qo.surcoh.J 1 
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Démonstration. On procède par dévissage de manière identique à 14. 3. 31 



□ 



Lemme 5.3.4. Soit X =-> T une immersion fermée de X '-schémas formels séparé et lisses tel que T HX soit un diviseur 
de X. On dispose des carrés commutatifs à isomorphisme canonique : 

^.coh^LVnX)) ^^^h(D?(r)) LD Q , coh (V { x ] (TnXj) J } (T)) (5.3.4.1) 

^(^Crn^QÎ^D^CDtftrjQ), z^ h (^(t r nx) Q ) -^z^t ( t T)Q) . 

Démonstration. Comme m est en particulier propre, d'après [Ber02 4.3.7-8], on obtient alors la commutativité à 
isomorphisme canonique du carré de gauche. Comme le foncteur uj+: Coh(CD^-(' T f\X)q) — > Coh(I)3p(^T)Q) est 
exact, on obtient la factorisation Z?[? oh (DÎj.(^T PIX)q) — > D^ oh (DÎp(^T)iQ). On obtient alors le diagramme commutatif 
à isomorphisme canonique près identique à celui de droite de 15.3.4. fl où le symbole « » du terme en haut à droite 

est remplacé par « b ». Grâce à l2.5.7lll on en déduit la factorisation u { ' ] : LZ^ coh (Ô5^ (T DX)) ->• U^ îyCoh (î> i y, ) (T)) 
voulue. □ 

Théorème 5.3.5 (Version système inductif du théorème de Berthelot-Kashiwara). Soient u : X ^> CP une immersion 
fermée de X '-schémas formels lisses, il l'ouvert de T complémentaire de u(X), T un diviseur de P tel que T PiX 
soit un diviseur de X. Soient G LD h Qcoh ( g; è^ ) (T DX)), £M g LD^ coh ( g D^(r)) tel que £W|It ^ dans 
LD b Q , coh ( s &;\T)). 

1. On dispose de V isomorphisme canonique dans LDq ^^^x ^^)) •" 

M W! o «W _^ (5.3.5.1) 

2. On a m'*) ! (£^) G coh( E -^x'(-^ ^-^0) ef ' on bénéficie de V isomorphisme canonique 

u { ' ] o M « ! (£«) £(•). (5.3.5.2) 

3. Les fondeurs u~+ et u^' induisent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie LD]q coh ( gr D^) (T DX)) 
(resp. LD° Q . coh ( g 5^ } (r HX))J ef Za sous-catégorie pleine de LD^ ^T)^ {T)) (resp. LD^ ^T)^ (T))) des 
complexes £**' tels que £W |JX — >. 0. 

Démonstration. Vérifions dans un premier temps risomorphisme l5~3.5.1l On dispose du morphisme canonique d'ad- 
jonction u^' o«^' (yW) — » SpW. Il s'agit de vérifier que cette flèche est un isomorphisme. D'après la proposition ll.3.31 
cela est local. Par transitivité des morphismes d'adjonction, on se ramène alors au cas où P est muni de coordonnées 
locales t\,...,td telles que X — V{t\). Dans ce cas, on déduit de l5.2.5l que. pour tout entier / ^ {0, 1}, on a 

sur LD^q co h( s î'[p'' (T)). Comme le foncteur préserve la cohérence et est exact, le foncteur o u~+ est donc way- 
out à gauche (cela a un sens grâce à 1 équivalence de catégories LL)q co ^ (5«(r nx)) - D b œh (LAÇ Q (rt'\T nx))) de 
12.5.5. lb . En recopiant le début de la preuve de l2.4.3l on se ramène alors au cas où pour un cer- 

tain XeL. On dispose de l'isomorphisme canonique MV^'ok^jM) (calcul classique, voir par exemple 

nCarl 11 ). De plus, via la formule IIBer96bl 2.2.4.(iv)], on calcule que la flèche canonique "H 1 ^™^ oa^jW) — >• 

J£V m+1 ) ! ou [ " l+l \l( m+ ^) est le morphisme nul (grâce à 13331 l K l u^- = J£V m+1 ) ! = m* car le module est cohé- 
rent). On en déduit le résultat. 

Vérifions maintenant 15.3.5.21 Posons £ := lim fiW, D'après le théorème de Berthelot-Kashiwara, comme £ G 

£»^ oh (î)3p( t r) Q )et est à support dansX, alors M ! (£) G D^ oh (î)î e ( t rnX) Q ). Soit J&) e LD^ coh (s£W(r n X)) tel que 
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«•(£) —ï hm jfc). Via l53H on en déduit m + (w(£)) lim« . Comme d'après le théorème de Berthelot- 

Kashiwara £ —ï u+(u) (£)), comme fiW, CftW G LD^^^Dy^r)) et comme le foncteur lim est pleinement 
fidèle sur LD^^D^^T)), on en déduit fiW u^ftW. Cela entraîne «W ! (£W) -A- «W^k+'mW^^ 

. En appliquant le foncteur h+ à ce composé, on obtient l' isomorphisme \5.3 .5 .21 voulu. Le troisième point est 
évident une fois validés les deux premiers. □ 

Corollaire 5.3.6. Soient u: X <-> 7 «ne immersion fermée de V -schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que 
T C\X soit un diviseur de X. 

1. Pour tout complexe £W g surcoh (T)), on a ators «W'(£W) G LD h qswmb jgvQ {T HX)). 

2. Les équivalences quasi-inverses de 15.3.5131 restent valables en remplaçant l 'indice « coh » par respectivement 
l'indice « surcoh, 7 » ou « surcoh, X » 

Démonstration. Soient £W G surcoh tpC-^y C^)) et une sous-variété fermée de X. Il résulte de 15.3.31 que 

Rrjj, (£W) G LDq surcoh yC^CP (-0)- Comme ce dernier est en particulier cohérent et nul en dehors deX, on déduit du 

théorème|533]que KW ! (K£t,(£W)) g LD^ coh ( g 5^ (Tnï)), Or, il découle de l5.2.8.1l que l'on dispose de l'isomor- 

phisme canonique ï<M ! o RT+.,(£W) -A- RrJ x , o M W ! (£W). Cela implique kW ! (£W) G ^Q.surcoh.x^x'fT nX )) 
(il ne faut pas oublier de d'abord vérifier la cohérence, ce qui résulte du cas particulier X' = X car dans ce cas 

□ 

5.3.7. Soient u: X ^ 7 une immersion fermée de V-schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que T HX soit un 
diviseur de X. On dispose alors de l' isomorphisme 

Rll(£ (,) ) M Wo M « ! (£W). (5.3.7.1) 

Rappelons avec un peu plus de détails sa preuve donnée dans flCar09l 1.15.10] : en utilisant les isomorphismes 

on se ramène au cas où £W = 0$). Dans ce cas, comme RTjj(Og^) G LD^ ch^^^fT)) (voir l5.2.7T i et est à support 

dans X, le théorème de Kashiwara sous la forme 15331 implique que l'on dispose de l'isomorphisme canonique u^ o 

mW ! (MT^(0^)) Mr^ofp*'). Comme d' après E2XH le morphisme canonique «W ! (ir^(0^)) -> «W^O^) 
est un isomorphisme, on obtient le résultat voulu. 

5.4 Surcohérence 

Définition 5.4.1. 1. On avait défini dans [Çar04| 3], la sous-catégorie pleine D b sm . coh (T>tp ( f T)q) de D b coh CDÎp Ct)q) 
des complexes surcohérents £, i.e., tels que, pour tout morphisme lisse de la forme /: 7' — > 7, on ait / ! (£) G 

2. De manière analogue, on dit que £W g LDq cohffiy (^)) est surcohérent si, pour tout morphisme lisse de 
la forme /: 7' -> O 3 , on ait /W (£«) G ^«^^gCT 1 ^)))- note ^Q.surcoh^yV)) la sous " 
catégorie pleine de LD^ g chC^^tT)) des modules surcohérents. 

Proposition 5.4.2. So/f £M G LZ? Q rnh (1)^(7)). La propriété £M G LDJq, surcohC^P CO) eif équivalence à la pro- 
priété lim £W g ^surcoh (^J'(^-^)q)- deux propriétés sont locales en 7. On dispose de l'équivalence de catégories 

^Q.surcohl^l;^)) =^urcoh(^M +r )Q)- 
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Démonstration. Cela résulte de la proposition l5.3.2l et du fait que, pour tout morphisme lisse / de V-schémas formels 
lisses, le foncteur /W préservent la cohérence. □ 



Théorème 5.4.3. Soient f: T' — > T un morphisme de V-schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que T' := 
f-\T) soit un diviseur de P' '. Pour tout e U^ ^^T)^ (T)), onaalors /W ! (£W) &I^Q !Sarcoh {^){T')). 

Démonstration. Il s'agit de calquer la preuve du théorème analogue de [Car04, 3.1.7]. □ 

T. Abe a prouvé le théorème de changement de base suivant : [AbelÔ| 5.7] 

Théorème 5.4.4 (T. Abe). Soient f : X' — > X, g: y — > X deux morphismes de V-schémas formels lisses tels que 
y' := X' soit un V -schéma formel lisse. On suppose f quasi- compact et quasi-séparé. On note /': y' —> y et 

g' : y' — > X' les deux projections. Soit £'W g LDq qc ( g I ) ^). U existe alors un isomorphisme canonique compatible à 
Frobenius : 

g« ! o/« (£'«) ^> / + (-W«'(£'«). (5.4.4.1) 

Remarques 5.4.5. Avec les notations l5 ,4.4l ci-dessus. si on oublie la structure de Frobenius, on peut prouver le théorème 
I5.4.4l ci-dessus de la manière suivante. Quitte à décomposer / en I' ^ I' x I -> I, on se ramène au cas où / est 
une immersion fermée ou une immersion ouverte ou une projection Z x X — > X. Et de même pour g. Les cas où / 
ou g sont des immersions fermées ou ouvertes résultent aussitôt de HCar04l 2.2.18]. On se ramène donc à traiter le 
cas où /: Zxï->letg: Z' x X — > X sont les projections canoniques. Ainsi, y' = Z X Z' X X et Z x y — > y, 
g' : Z' x X' — > X' sont les projections canoniques. Dans ce cas, de manière analogue à |Ber02, 2.4.2], pour tout entier 
i G N, on vérifie que l'on dispose dans D^ C (T)^) de l'isomorphisme canonique 

g^of + ^)^f' + og'^^% (5.4.5.1) 
D'où le résultat par passage à la limite projective et compatibilité au changement de niveaux de ces isomorphes l5.4.5.ll 

Théorème 5.4.6. Soient f : 7' — > CP un morphisme propre de V-schémas formels lisses, T un diviseur de P tel que T' : = 
f-\T) soit un diviseur de P 1 . Pour tout £'« GL^^ suœoh (5^ ) (r')), on a alors f ( '\^) ^ U^ smcoh {V ( ' ] {T)). 

Démonstration. Il s'agit de calquer la preuve du théorème analogue de |Car04, 3.1.9], i.e. cela découle du théorème 
I5.4.3l et du théorème de changement de base 15.4. 4l □ 

Remarques 5.4.7. Soit gW g LD^ (5^(r)). Si lim fiW G D^ oh (î)3p( t r)Q), il semble faux que cela implique que 

£'*' G LDjj coh^y' (^))- La stabilité de la surcohérence par images directes ou images inverses extraordinaires pour 
les systèmes inductifs est donc un résultat plus fort que les propriétés de stabilité de [Car04|. 

5.5 Calcul direct de la cohérence du coefficient constant avec singularités surconvergentes 
pour les systèmes inductifs 

On propose ci-dessous une vérification à la main (notamment lorsque le diviseur T est lisse) du théorème 13.5.31 ci- 
dessus. On pourra comparer avec |Ber96a|. Nous aurons d'abord besoin du lemme que l'on peut vérifier sans utiliser 
E22I: 

Lemme 5.5.1. Soient T' D T un diviseur, fiW g ^^(5^(7")) et g (,) G ^,^(5^(7)) nL§^ qc (Œ3| P ' ) (r')). 
SYUm^W) est un facteur direct de lim(gW) dans D h ( r DÎ p q), alors eLD^^S^r)). 

Démonstration. Comme £ := lim fiW est un facteur direct de g := limg'*' dansD b (2)3p q), comme g G D^ oh ( r DÎp(^T)o), 
on obtient alors £ G D^ oh (î)]p(^r)Q). Comme le foncteur lim est une équivalence de catégories sur les complexes cohé- 
rents et à cohomologie bornée, il existe JCW, e coh ('D { ' } (T)) tels que £ limJfW et ftW© jW -^ g(») 
dans 4§Q,coh(^? CO)- Comme gW G LD^^Ti^ (T 1 )), on en déduit que le morphisme canonique JCW®£FM ->. 
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( t r')(W (,) ©5FW) = ( t r')(J{(^) © ( t r')(3' (,) ) est un isomorphisme. Il en résulte que le morphisme canonique 
jfW (t7")(5{W)estunisomorphisme.Or,lir^( t 7")(JCW) (^OHm^M) ^> ( + r')(£)- Depl us, comme t G 

^coIi^Îp^-Oq) ^^coh^îpC ^Oq)' ^ e morphisme canonique (^r')(£) — ï £ est un isomorphisme (grâce à |Ber96b 
4.3.12]). Par pleine fidélité de lim sur LQ h Q aA ('D$(T')), on en déduit que -A- fiW. D'où le résultat. □ 

Théorème 5.5.2. On a 2^(7) G L^Q.coh^) nL^ Q , coh (^ } (T)). 
Démonstration. Il est immédiat que 

■B^'V) G ^Q.cohODyV))- Vérifions à présent 2^(7) G L^Q, coh (D?). 
Étape I. Supposons dans un premier temps T lisse. D'après 12.5.61 Comme le résultat à vérifier est local, on peut 
supposer V affine et muni de coordonnées locales t\ , . . . ,td telles que T = V(?i), où t\ G Qp désigne la réduction de 
h modulo nOy. Pour tout entier m > 0, notons 2^(*T) := -3^ (7) G QyÇT)q (pour l'injection, voir |Ber96bl 
4.3.3]). Comme 2^ (T) est un sous-T^"' -module de Q?ÇT)q (voir 0Ber96bl 4.2.4]), il en est de même de 3^ !) (*T). 
Comme ~ G r S>^ > (*T), on dispose donc de l'application canonique $ : T) { ™ ] 2^ (*r) définie par la formule ty(P) = 
P-(±). Notons J l'idéal à gauche de T> { ™ ] engendré par 9^ et d 2 , ■ ■ .,d<t et 3 (m) := (S^V 5 )/(^y V^p-tors- Comme 
les éléments de J agissent de manière triviale sur comme 2y (*T) est sans /^-torsion, le morphisme (|> se factorise en 
la flèche SFW -> 2^ ,) (*r). On remarque que comme 3^ !) = Ë^/Jq C 3^(7% (voir IIBer90l 3.2.1.(i) et 4.2.2]), 
alors 3 r ' m ) G 3^ On peut donc identifier les éléments de £FW avec les éléments / de Oy(^r)Q tel qu'il existe 

PeD^tel que/ = P-(l). 

Vérifions à présent que 2^(7) G jf"^ 1 ). Soit / G 2y (!T). On a / = ^ teH at où a^ G converge vers 

h 

pour la topologie p-adique lorsque k tend vers l'infini. Soit P = L/t>o( — l) OkP «i G Œ)i>. On calcule alors 

dans Oo3( T r)(Q) la formule f — P ■ (i). Il suffit alors de vérifier que l'on a en fait f G Dy~ . Posons kp m+1 — 1 = 

p m+ V + 0fc avec < r k < p m+l . On a alors df pmU -^ = J^ d < kpf " +l - l> i'«+i) ( vo ir la formule IIBer96bl 2.2.3.2]). 
Donc P — Lit>o(~l)' :fl /t^T^i ("'+') D'après ||Ber96bl 2.4.3.1] (cette formule est utilisée au niveau m+ 1), 

*pM * T^FT) ^lÂ)^ L D ' où P e ^ +X) - 

On en déduit que 2[p* ) (r) et sont isomorphes dans LMq{V^). 

Étape II. Supposons à présent que T soit un diviseur à croisements normaux. On peut supposer CP affine et muni 
de coordonnées locales fi , . . . ,f</ telles que T = V(t \ ■ ■ -t r ), où t\ , . . . ,t r G Qp désignent respectivement la réduction de 
t\,...,t r modulo JtOy . On procède alors par récurrence sur r, i.e. le nombre de composante irréductible de T. Notons 
X = V(t\), u: X y l'immersion fermée canonique et T' = V(Ji ■■ -îr-i). 

Comme d'après le lemme 15X11 «M '(3^ (r 7 )) [1] 3^(Xn7"), comme d'après [3X8] (+X)(2^(7")) 

By'(XU T'), avec risomorphisme l5~3.7. Il le triangle de localisation de 2y (r') par rapport à X donne la suite exacte 
courte : ^ ^ 

o->2^(r') ^M^CB^r'nx)) ->o. (5.5.2.1) 

Comme T' P\X est un diviseur à croisements normaux de X avec r — 1 composantes irréductibles, comme la cohérence 
est préservée par le foncteur ul , on conclut alors par hypothèse de récurrence. 

Étape III. Cas général. Il résulte du théorème de désingularisation de de Jong qu'il existe un morphisme de cadres 
de la forme a = (f,g,h) rJP, f ,X,Y) -> ÇJ>,T,P,Y) tel que X soit lisse, f = f~ l ( T ) et T f\X soit un diviseur à 
croisements normaux de X, f soit un morphisme propre et lisse de V-schémas formels séparés et lisses, g soit un 
morphisme propre, surjectif, génériquement fini et étale de fc-variétés. Posons £W ;= Rrt/W ! (23^(r)). Prouvons 

que £(*) G LI^q C oh( ) n ^§Q coh(^^(^))- D'après 12.5.61 comme cela est local en V, on peut supposer qu'il existe 
une immersion fermée de V-schémas formels lisses u : X M- T qui relève X CP. Dans ce cas, avec l5.3.7Tl puis l5.2. Il 
on obtient les isomorphismes £W o M W ! o/W'^^T)) ^> ^(2^(7 DX)). D'après l'étape //, on sait 
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3^(r n X) G Uf Q coh( î> f ) n ^§Q cohC^S ( r n Via la factorisation de u ( ' ] du carré de droite de l5.3.4.1l on en 
déduit£WG^° Q)Coh (5L-V^ Q>coh (©L-)(f)). 

Notons £ := Urn(£W). Comme / est propre, alors /+ '(£ (,) ) G L^Q, coh (^ } ) ^LJ^^T)^ (T)). On en déduit 
/+(£) UiS(/+ 3 (£ (,) )) G LD^ coh (5^). Comme Oy( t r) (Q est un facteur direct de /+(£), par pleine fidélité du 
foncteurlhn: LÇfa xoh {T> ( ^ ] (T)) -> D^ oh (D] p ( t r) Q ), il en résulte que (T) est un facteur direct de (£W ) dans 
la catégorie LZ^q coh (Dy (T)), et donc dans LE^ÇD^) (en effet, le foncteur oubli du diviseur est pleinement fidèle 
d'aprèsEO}. Il résulte de [531] que l'on obtient 25 ^(T) G LDq œh (5^). 

□ 
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